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Horvath Fruzsina, Pokoradi Laszl6

VALTOZOK ES DIMENZIOIK

Jelen tanulmanyunkban a hazdankban kevéssé ismert dimenzidanalizis mddszerét és f6bb szabdlyait mutatjuk be a
miiszaki hallgatok tanulmanyai alatt megismert példdkon keresztiil. A szemléltetésre keriil6 esetek eldsegitik a
hallgatok késobbi tanulmanyait, a kidolgozott példak a mechatronikai mérnok BSc képzés Rendszertechnika tan-
targyanak e-learningben oktatott tananyagaba.
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BEVEZETES

A dimenzidanalizis egy olyan modszert nyujt szamunkra, mellyel komplex fizikai problémékat
tudunk egyszeriibb formara hozni annak érdekében, hogy minél konnyebben juthassunk el egy
fizikai kifejezés mennyiségi megoldasdhoz. Bridgman igy magyarazza: ,,A dimenzidanalizis
legfontosabb haszndlati lehetésége az, hogy kovetkeztetni tudunk a valtozok dimenzidinak ta-
nulmanyozasaval barmely fizikai rendszerben, bizonyos korlatok kdzott barmelyik lehetséges
kapcsolat formajara a valtozok kozott. Nagy altalanossagban a mddszer a matematikai egysze-
riisités egyik jo eszkoze.” [1]

A dimenzidanalizis k6zéppontjaban a hasonldsag feltételezése all. Fizikai szempontbdl a hason-
16s4g két dolog vagy jelenség egyenértékiiségére utal, amik valdjaban kiilonb6zének tekinthetok.
Példaul, bizonyos koriilményeket figyelembe véve kozvetlen kapcsolat van a valos méreti, illetve
egy aranyosan kicsinyitett repiil6gépre hat6 erék aranya kdzott. A kérdés csupan az, hogy melyek
ezek a koriilmények, és milyen kapcsolat huzodik az erdk kozott? Matematikailag a hasonldsag
a valtozok olyan atalakitasat teszi lehet6vé, amely a fliggetlen véltozok csokkentéséhez vezet,
ami pontositja a problémat. Ekkor az a kérdés, hogy milyen transzformaciok hozzak meg széa-
munkra ezt az eredményt. A dimenzidanalizis mindkét kérdés megvalaszolasat egyszerre célozza
meg. A {6 haszna abbdl a képességbdl ered, hogy dsszevonhatd, vagy tomdorebbé teheto a fizikai
kapcsolat forméja. A probléma, ami elsé latasra ijesztéen bonyolultnak tiinhet, sokszor egy kis
erébefektetés utan a dimenzidanalizis segitségével konnyen megoldhato.

Az Uj Nemzeti Kivalosag Program keretében folytatott kozos munkank célja olyan modszereket,
eszkdzoket dolgozunk ki, vagy szemléltessiink melyek az egyetemi merndk hallgatok tanulasi
készségeinek fejlesztését segitik. Jelen irdsunkban ennek keretében mutatunk be szemléltet6 pél-
dakat a fizikai valtozok dimenzionalis tulajdonséagaival kapcsolatos ismeretekre.

Tanulmanyunk az alabbi fejezetekbdl all: A 2. fejezet a dimenzidanalizis tudomanytorténeti
fejlodését irja le roviden. A 3. fejezetben a fizikai valtozok dinemzidinak értelmezése ismerhetd
meg. A 4. fejezet a dimenzi6 aritmetikai szabalyok egy tjszerti szemlélteté modszere ismerhetd
meg. Az 5. fejezet egy szemléltetd példat mutat az igynevezett dimenzids konstansok megha-
tarozasara és ertelmezésére.
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A DIMENZIOANALIZIS TORTENETE

Az els6 személy, aki alaposan irt a dimenzios okfejtésekrol fizikai vonatkozasban, az nem mas,
mint Leonard Euler volt, 1765-ben. Euler gondolatai joval megel6zték korat, ami Joseph Fouri-
err6l ugyancsak elmondhato, aki az 1882-ben megjelent konyvében kérvonalazta, amit ma di-
menzionalis homogenitasnak nevezunk. Néhany hasonldsagi szabalyt is kidolgozott a hGaram-
las teriiletén. Tovabbi jelentds fejlodés nem mutatkozott Rayleigh 1877-ben megjelend kony-
véig. Ebben a konyvben Rayleigh bemutatja a ,,dimenziok egyik modszerét” €s kiillonb6zo pél-
dakat ad a dimenzidanalizishez. A végs6 attorést, ami a modszert olyanna formalta, mint ahogy
azt ma is ismerjik. Buckingham nevéhez kothetjik. Buckingham 1914-ben vazolta a kézismert
Buckingham = teériat, a dimenzionélkili paraméterek leirdsara. Habar ma mar azt is tudjuk,
hogy egy francia férfi, nevezetten Aimé Vaschy 1892-ben, valamin egy orosz férfi, Dimitri
Riabouchinsky 1911-ben fliggetlenll Buckinghamt6l publikéltak mar sajat modszereiket, me-
lyek egyenértékiinek tekinthetok a m-tedriaval. Buckingham publikaciojat kovetve Bridgman
kiadta klasszikusnak szamité konyvét 1922-ben, mely a dimenzidanalizis altalanos elméletét
kdrvonalazza. Buckingham o6ta szamtalan konyv latott napvilagot ebben a témaban. A dimen-
zidanalizis nem csak a folyadékok mechanikajaban vagy a miiszaki tudomanyokban kapott he-
lyet. Az alkalmazasok k6zé ma mar beletartozik az aerodinamika, a hidraulika, hajotervezeés,
hajtastervezés, h6- és tdmegatadas, égés, a polimerek felépitésének mechanikéja, fluidumok
kolcson-hatésa, az elektromagnesesség elmélete, sugarzas, asztrofizika, mélytengeri és fold-
alatti robbantasok, nuklearis robbantasok, kémiai reakciok, valamint a kiilonb6z6é megmunka-
lasok eldtti kalkulaciok elvégzésére is eldszeretettel hasznaljak.

Specialis konyvek is irddtak a dimenzidanalizis hasznalatanak bemutatasa céljabol kiilonbozo,
igen valtozatos tudomanyterileteken, mint példaul: metrolégia, asztrofizika, k6zgazdasagtan,
tarsadalomtudomany, gyogyszerészet, sot még a ndovénytermesztés témakorében is [5].

A dimenzidanalizis legtobb alkalmazasdhoz nem flizhetlink kétséget, hiszen ezek kisérleti té-
nyek alapjan jol alatdmasztottak. A metddus koruli vita elméleti-fizikai alapt és valdsziniileg
sohasem fog teljes mértékben elcsitulni. A matematikusok hajlamosak a modszer alapvet6 vo-
nasaiban a merev szabalyok hianyat felfedezni, és Ujra-Gjra probat tesznek a modszer targyanak
Ujbdli meghatarozasara. llyen eset volt példaul 1957-ben Brand prébalkozéasa. Ekdzben pedig
a fizikusok és mérnokdk sokszor bizonytalanodtak el azt illetden, hogy milyen fizikai jelentése
van a dimenzidanalizis kiilonb6z6 meghatarozasainak. A probléma az, hogy a dimenzidanalizis
olyan gondolatok, ismeretek kdré épul, melyek a tudomany olyan pontjara nyulnak vissza, me-
lyekkel a tuddsok és mérnokdk nincsenek kapcsolatban. Hogy megérthessiik a modszer alapjait,
muszaj visszatérniink a természettudomany néhany alapvetd téziséhez.

A dimenzidanalizis 1ényegében a természet leleményességében gyodkerezik, amit a fizikai vilag
leirdsa, valamint miikodésének szamokkal, matematikai kifejezésekkel torténd leiras érdekében
hoztunk létre. Einsteint irta kényvében, hogy: ,,A tisztan logikus gondolkodas nem adhatja at
nekiink az empirikus vilag ismereteit, minden tudas és ismeret a tapasztalasnal kezdodik és
ennél is ér véget. Azok a valaszok, melyek a rideg, logikus gondolkodasbdl szarmaznak, totéli-
san tavol allnak a valosagtol, abbol szemernyit sem tartalmaznak.” [3].
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A VALTOZOK DIMENZIOI

De mégis, mi is a dimenzio?!

Egy jellemz6é mas mennyiségekkel vald kapcsolatanak jellegét annak dimenzidja fejezi ki [2].
A fizikai mennyiségek kozott meghatarozott 6sszefliggések vannak. Ezeért, ha e fizikai meny-
nyisegek kozll egyeseket alapmennyiségeknek tekintlnk, akkor az ¢sszes tobbi fizikai meny-
nyiség dimenzidja meghatarozott modon kifejezhetd az alapmennyiségek dimenzidjaval. Az
alapmennyiségekre vonatkozokat elsddleges, a tobbire vonatkozdt masodlagos vagy leszarmaz-
tatott dimenzidnak nevezzik. Az alapegységek megvalasztasa utan egyértelmiien adodnak a
leszarmaztatott egységek dimenzioi [4].

A dimenzi6 (altalanos jele dim f, vagy [f]) olyan kifejezés (szimbolum), amely megadja, hogy
milyen kapcsolat van a fizikai mennyiség és az alapmennyiségek, illetve alapegységek kdzott.
Tehat a mennyiségnek a tartalmat fejezi ki, és figgetlen a szamértéktol és a mértékegységtol;
csak azt fejezi ki, hogyan hataroztuk meg (definialtuk) az alapmennyiséggel.

Példaul a sebesség dimenzidja:

dimv = d_iml :MLT‘1
dimrz [T]

(1)
vagyis az | tavolsag dimenzidja osztva a 7 id6 dimenzidjaval.

A dimenzié és a mértékegység fogalmat sokan 6sszekeverik, amikor gyakran a mértékegység
helyett dimenziét mondanak. Ugyanazon fizikai mennyiségnek csak egyféle dimenzidja, de
tobbféle mértékegysége lehet. Példaul a sebesség dimenzidja — mint azt az (1) kifejezésbol is
latszik — csak LT, mértékegysége viszont tobb is lehet, példaul:

m 1 km . tengeri mérfold
—=ms~ ; — ; csomO= -
S ora ora _ (2)

Helytelen tehat azt mondani, hogy a sebesség dimenzidja ms™!!

Az alapdimenziok valamely megvéalasztasaval adott egy mértékegység-rendszer, vagyis a mér-
tékegységek egyértelmii 6sszessége. Ezutan a fizikai valtozok egy-egy halmazahoz (az azonos
nevil fizikai mennyiségekhez) tartozé barmely elem nagysagat megadhatjuk egy szdmmal,
amely (&ltalaban) azt fejezi ki hanyszorosa a mértéekegységnek. Ezt a szamot mérészamnak ne-
vezzik.

A DIMENZIOK SZEMLELTETESE

Ebben a fejezetben réviden a dimenzidk aritmetikajaval kapcsolatos legfontosabb tetelek szem-
leltetésével foglalkozunk. Ezen tételek meglehetésen intuitivnak latszanak, bizonyitasuktol el-
tekintlink. A véalasztott demonstracios példakat harom (M — témeg; L — hosszUsag; T — id6)
alapvaltozd dimenzidjat felhasznalva, grafszeriien szemléltetjiik, ahol az adott élhez rendelt
suly az adott alapdimenzio a hatvanykitevéjét jelenti.
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Hanyadosok tétele

Bdarmely két valtozo dimenziojanak hdanyadosa egyenlo a két valtozo hanyadosdanak dimenzi-
Ojaval. Azaz, az f1 és T2 jelii valtozok eseten:

ONEN o

[t.] L,

A hanyadosok tételének bemutatasara jo példa a sebesség, ami az elmozdulas és az idé hanya-
dosa. A sebesség dimenzigjat mar a harmadik fejezetben levezettiik és megmagyaraztuk az (1)
egyenletben. A sebesség dimenzidjanak szemléltetését pedig az 1. abran lathatjuk, amibdl azt
olvashatjuk ki, hogy M°LT az a dimenzi6, ami a sebességet jellemzi.

1. &bra A sebesség dimenzi6janak szemléltetése

Differencialok tételei

Barmely két valtozé differencialjaibol alkotott hanyadosnak dimenzidja a dimenzidja egyenld
a két valt6z6 dimenzidjanak hanyadosaval, azaz:

Pq:ﬁl
A differencialok tételét ugyancsak jol szemléltethetjiik a sebesség példajaval. Az egzakt fizikai

definicid szerint a v sebesség az r hely 7 id6 szerinti elsé derivaltja. A sebesség dimenzidja
pedig ebbdl adodoan nem mas, mint a hely, valamint az id6 dimenziojanak hanyadosa, azaz

_dr

w3 =l (5)

(]
Az f1 valtozo f; szerinti n-ed rendii derivaltjanak dimenzioja az f; és f." valtozok dimenzi-
0janak hanyadosaval egyenlo:

d"f f

1)) o

df,” f,"

A (6) Osszefuiggés pedig a gyorsulas példajan kénnyen magyarazhatd, hiszen az a gyorsulas
nem mas, mint az r hely id6 szerinti masodik derivaltja, aminek dimenzidjat a (7) egyenlet
mutatja, szemléltetéséhez pedig a 2. bra nyujt segitséget. Az abrabdl azt olvashatjuk ki, hogy
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az a gyorsulas dimenzidja M°LT2, amit (igy kaptunk meg, hogy az r hely dimenzidjat elosztot-
tuk a 7 id6 dimenzidjanak a négyzetével.

(7)

2. abra A gyorsulas dimenzidjanak szemléltetése

Szorzatok tétele

Barmely két valtozo dimenzidjanak szorzata egyenlé a két valtozo szorzatanak dimenzio-
javal. Azaz, fi és f; jelii valtozok esetén:

[L][f.]=[.F,] (8)

A szorzatok tételenek szemléltetésére Newton I1. torvényét hasznaljuk fel, ami szerint az F er6
az mtémeg és az a gyorsulas szorzataval hataroz6 meg. Ebben az esetben a (9) formulat irhatjuk
fel ra, hiszen az eré dimenzidjat tigy kaphatjuk meg, ha a tdmeg és a gyorsulds dimenzigjat
osszeszorozzuk egymassal, azaz az [M] és a [LT] szorzatabdl. Az eré dimenzidjat a 3. dbra
mutatja be.

F=ma ; [F]=[m][a]=MLT?. (9)

3. dbra Az er6 dimenzidjanak szemléltetése

Az eré meghatarozasan til, a nyomaték definialasa is igazan jo példaul szolgal ennek a tételnek
a magyarazatara, szemléltetésére, ezért tekintsiik meg ezt is. Mivel ismerjiik az erét és annak

crer

az r erékar vektori szorzata, ahogy azt a (10) egyenlet mutatja és a 4. abra szemlélteti.

REPULESTUDOMANYI KOZLEMENYEK 2018/1 241



Horvath Fruzsina, Pokoradi Laszlo: Valtozok és dimenzidik

M=Fxr ; [M]=[F][r]=MLT" (10)

4. abra A nyomaték dimenzidjanak szemléltetése

Hatvanyok tétele

Egy f valtozo valamely (n-edik) hatvanydnak dimenzidja egyenld az adott viltozo dimenzio-
janak hatvanyaval, azaz:

[e]=[tT (1)

Ennek a tételnek a bemutatasara egy nagyon egyszerl példat valasztottunk, ez pedig egy tégla-
lap A teriletének meghatarozasa. A téglalap teriilete nem mas, mint az x hosszUsag 6sszeszo-
rozva az y szélességgel. Ezt a gondolatmenetet kovetve kdnnyen megkaphatjuk a tertilet dimen-
zigjat is, ha a hosszusag dimenzidjat, vagyis az [L]-t megszorozzuk sajat magaval, vagy mas-
ként fogalmazva a masodik hatvanyra emeljik. A terllet dimenziojat a (12) egyenlet adja meg,
mig a szemléltetésére az 5. abra hivatott.

(12)

5. dbra A terlilet dimenzidjanak szemléltetése

Lényegében ugyanez a helyzet egy téglatest V térfogataval is, hiszen a térfogat az x hosszUsag; y
szélesseg és z magassag hosszusagegységek szorzatéat jelenti, csak ebben az esetben harom taghdl
all ez a szorzat. Dimenzionalisan felirva haromszor szorozzuk 6ssze a hosszlsag dimenzidjat,
azaz az [L]-t, igy jutunk el a térfogat dimenzidjahoz, az L3-hoz. A térfogat dimenzionalis felirasat
a (13) egyenlet tartalmazza, a 6. abra pedig ennek szemléltetését szolgalja.

V=x-y-z ; [V]=[L][L][L]=[L] =L (13)
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6. abra A térfogat dimenziojanak szemléltetése

Integréltétel

Egy integral dimenzidja az integrandus és a flggetlen valtozdé dimenzidjanak szorzatéval
egyenld, azaz:

[ £ 0dx]=[ (x)-dx]=[f (0Ix] (14)

A tételt a mechanikai munka példajaval szemléltetjik. A mechanikai munka meghatarozésa az
F er6 és a ds elemi elmozdulés skalaris szorzatanak P es P> pontok kozt vett integralja. Ahhoz,
hogy meg tudjuk hatarozni a munka dimenziojat, az er6 — lasd (9) egyenlet — és az elemi el-
mozdulds L dimenzigjat kell egymassal szoroznunk. A munka dimenzi6jat a

W=[Fds ; [W]=[F][ds]=| MLT?]|[L]=ML*T"? (15)

maodon hatarozhatjuk meg, szemléltetését pedig a 7. abran lathatjuk.

7. dbra A munka dimenzi6janak szemléltetése

Fontos itt megjegyezniink, hogy a dimenzi6 a jelenség belsé 1ényegére nem jellemzé, ugyanis
kiilonb6z6 mennyiségnek azonos dimenzidja lehet. Példaként lathatjuk a W munka — (15)
egyenlet — és az M nyomaték — (10) egyenlet — dimenzidja egyarant L°MT?, de fizikai jelenté-
stik, jellegiik nagyban eltérnek egymastol.
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A DIMENZIOS KONSTANSOK

Barmely fizikai 6sszefiiggést leirod egyenlet, illetve megoldasa helyességének két alapvetd kri-
tériumat kell megfogalmaznunk. Ezek:

= mindkét oldala numerikusan egyenl6 kell, hogy legyen;

= mindkeét oldala dimenzionalisan homogén kell, hogy legyen.

Az egyenlet oldalainak egyenldsége magatol értetédik. De sok esetben elfeledkeziink a dimen-
zionalis homogenitas kérdésérol.

Minden analitikusan levezetett egyenlet bal és jobb oldala azonos dimenzidjunak, mértékegy-
ségiinek kell lennie. Minden szam, mely megjelenik az egyenletben, dimenziémentesnek (pon-
tosabban 1 dimenzi6junak) kell lennie.

Egy kisérleti iton meghatérozott vagy levezetett képlet esetén a szabaly ugy mddosul, hogy
ekkor megengedettek a dimenzids konstansok. Ez az jelenti, hogy az egyenletben szereplé
szamhoz (beleértve magat az 1-t is) rendelhetink valamilyen dimenziét. Ha valamelyik kons-
tans rendelkezik dimenzioval, a képletben szerepld osszes valtozo dimenziojat, mértékegysé-
gét meg kell hatarozni, kiillénben az adott egyenlet fizikailag hasznalhatatlan.

A fenti tétel értelmezéséhez példaképpen nézzilk meg a newtoni folyadékok surlddasanak kerdéseét.

Newton megfigyelte, hogy az &ramlé (newtoni) kdzegben az aramlési sebességgel parhuzamos si-
kokban 7 cstsztat6 fesziltség keletkezik. Ez a csUsztatd feszliltség, a szilard testeknél tapasztalhat6
surlodastol eltéréen, nem fligg az egymashoz képest elcsuszo rétegek 0sszeszoritd erdétdl, hanem
csak a szomszédos rétegek kozotti sebességkiilonbségtol, azaz a Newton formula értelmében:

du du
- — , 16
T y n y (16)

ahol a jobboldali differencialhanyados a rétegek kozti sebességet fejezi ki, a u pedig (egyelore)
egy aranyossagi tag.

A csusztatofesziiltség dimenzidja az erd MLT 2, illetve a feliilet L? dimenzidi alapjan hataroz-
haté meg:

=MT L™ (17)

A (16) egyenlet jobb oldalan 1évé differencidlhanyados dimenzidja a sebesség LT, illetve a
(rétegek kozti) tavolsag L dimenzidja alapjan:

A (16) egyenlet — a fenti szabaly értelmében — csak akkor lehet dimenzionalisan homogén, ha
azt a u aranyossagi tag olyan — C-vel jel6lt — dimenzioja biztositja, azaz:

MT2L'=C.T™ (19)

Ez csak akkor lehetséges, ha:
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C=MT'L* (20)
azaz.
[w]=MT L (21)

A fentiek alapjan a Newton formulaban — (16) egyenletben — szereplé u a kdzeg anyagara jel-
lemz0 aranyossagi tényez0, melyet az aramlastanban dinamikai viszkozitasi tényezének neve-
ziink, dimenzidja: MT-1L, mértékegységei:
% az Sl-ben: kg(ms)?, de ekkor a sebességet ms™-ban kell megadnunk;
= az angol-szasz mértékegység rendszerben: Ib(ft-s)-1 (pound per foot second), és a se-
bességet ft-s™-ban (foot per second) kell megadnunk.

Hasonlo, dimenziénélis megfontolasok alapjan alakultak ki a kiilonb6z6 anyagjellemzok di-
menzidi, mértékegységei a miiszaki tudomanyokban.

OSSZEFOGLALAS

A mérnoki munka egyik fontos része a kiilonboz0 fizikai jelenségek, miiszaki folyamatok ma-
tematikai leirdsa. Jelen tanulmanyunkban olyan példakon keresztill mutattuk be a fizikai jel-
lemz6ék dimenzidnak kérdéskorét, amelyek az egyetemi hallgatok szamara mar ismertek.

A dimenzidanalizis mddszerérdl hazdnkban igen kevés szo esik, azonban az angolszasz nyelv-
terlileten nagy hangsulyt kap, az egyetemi fizikaoktatds egyik alapkdvének szamit a téma. Vé-
leménylink szerint a magyar oktatasban is megallna helyét, s6t kifejezetten hasznos lenne ezek-
nek az ismereteknek a tanitasa.
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VARIABLES AND THEIR DIMENSIONS

In this paper, the method and the main rules of the dimensional analysis will be demonstrated that are not well-
known in Hungary are presented through the examples learned during the studies of engineering students. The
cases illustrated will facilitate students' subsequent studies, the elaborated examples in the course of System En-
gineering of the mechatronics engineer BSc education in e-learning.
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