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Andéczi-Balogh Andras Adam’

A harompontos hatrametszés analég
megoldasa a tiizér bemérd alegységek
szamara

Three Point Resection Analouge Solution for Artillery Survey
Units

A Magyar Honvédség jelenleg folyd feqyverzetieszkdz-beszerzése mellett a tiizérségi eszk6zok
kiszolgalasara és a tiizér felderitési feladatok korszerdi ellatasa miatt is tj beméré- és felderitéesz-
kozoket szerzett be. Ezen eszk6zoket GPS- és/vagy giroszkopos iranyméré berendezéssel lattak el,
amelyek 6nalléan képesek haldzatiirdnysz6g meghatérozasara. Azonban a bemérési, koordinata-
megallapitasi médok és szamitdsok analdg ismerete tovabbra is elengedhetetlen. A szamitasok
megoldasanak ismerete nemcsak adott helyzetben az esetleges hibak feltardsat és megoldasat
segiti el6, hanem adott esetben az elektronikus és digitalis rendszerek hidnya, hibdja esetén is
biztositja a feladatok id6beni és pontos végrehajtasat. A harompontos hatrametszés az eqyik
legkomplexebb szamitasi feladat, azonban sikeres végrehajtasa esetén pontos hdlozatiirdnyszéget
és koordinatat ad. A feladat megoldasanak segitése és eqységesitése érdekében 2019-t6l kezdve
megolddlappal hajtottak végre a szamitasi feladatokat a tiizértisztképzésben részt vevik. Az évek
alatt a megolddlapot tovabb pontositottak és eqyszertisitették, olyan mértékig, hogy ezt kbvetden
a tiizér beméré aleqységek is hasznalhatjak.

Kulcsszavak: bemérés, tiizér, szamitas

In addition to the ongoing procurement of armament equipment, the Hungarian Defence Forces
has also acquired new survey and reconnaissance equipment to support field artillery and to
perform artillery reconnaissance tasks in an up-to-date manner. These devices are equipped with
GPS and/or gyroscopic direction finding equipment capable of autonomously determining the
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grid direction. However, an analogue knowledge of the methods and calculations of positioning
and coordinate determination is still essential. The knowledge of how to solve these calculations
not only helps to detect and solve possible errors in a given situation, but also ensures the timely
and accurate execution of tasks in the event of the absence or failure of electronic and digital
systems. The three-point resection is one of the most complex computational tasks, but when
successfully performed, it provides an accurate grid direction and coordinate. To help and stan-
dardise the task, starting in 2019, the calculation tasks have been carried out with a solver by the
artillery officer cadets. Over the years, the solution sheet has been further refined and simplified
to the extent that it can now be used by field artillery survey sub-units.

Keywords: survey, field artillery, calculation

Bevezetés

A harompontos hatrametszés a geodézidban a pontkapcsolasokhoz, a tabori tiizérségnél
a beméréeljarasok kozott a metszésekhez tartozik. Ez matematikai feladat, amely sordn
harom ismert koordinataju pontbdl, valamint egy ismeretlen pontbdl a pontok kozott mért
belsd szogek segitségével nemcsak az ismeretlen pont helye, hanem az ismeretlen pontbodl
a kozépsd pontra mend halozati iranyszog is meghatarozhato.

A Magyar Honvédség tiizérségénél ezt a szamitasi mddot alapvetéen a PSION kézi sza-
mitdgép segitségével hajtjak (hajtottak) végre, mivel az analdg eljaras jelenleg nem szerepel
a tabori tuzérség harcszolgélati szakutasitasaban. A Tii/27 Szakutasitas a rakétacsapatok és
a tlizérség harctevékenységének bemérd elékészitésére cimii szabalyzatban még szerepelt,
azonban ezt a szabalyzatot mar kivontak, és a megoldashoz logaritmustablazatot, valamint
fok-, fokperc- és fokmasodpercadatokat kellett alkalmazni.2 A PSION kézi szamitogépekbdl,
amelyekhez volt harompontos hatrametszést megoldo program, eléregedésiik és potlasuk
hidnya miatt egyre kevesebb van. Az el6z&ekben emlitett okok miatt, valamint a tudas meg-
Orzése és visszaépitése érdekében 2019-ben elkészitettem egy olyan segédletet, amely ennek
a feladatnak az egyik, a lehetd legegyszer(ibb megoldasat, valamint a szamitasok végrehajta-
séhoz sziikséges lépéseket tartalmazza.

A feladat ismertetésekor SI-mértékegységeket, valamint a katonai vonasrendszert alkal-
mazom, megjelodlve, hogy az a 6000 vagy a 6400 vondsos rendszer. A vonas iranyértékének
helyes jelolése 0-12 (értsd: tizenkét vonas), ameddig nem éri el a szdzas helyi értéket, szazas
helyi érték felett 01-56 (értsd: szaztvenhat vonas).

2 Tu/27 szakutasitas 1980: 58-66.
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Bemérés

A tiizérbemérés terepi és szamitasi — esetenként szerkesztési — munkak dsszessége, amely soran
a harcrendi elemek derékszogl koordinatajat, tengerszint feletti magassagat és a tajoldirany
iranyszogét allapitjuk meg. A tlizérség szdmara a harcrendi elemek - legyen az tiizel6allas,
figyel6pont, ellenérzé pont — koordinatainak és a tajoloiranyok irdnyszégeinek megallapitasa
elsédleges fontossagu, mivel a fegyvernem alapvet&en megosztott irdnyzasu tlizfeladatokat
hajt végre nagy 8- és hatotdvolsagu fegyverrendszerekkel. Emiatt a bemérés soran az adott
teriileten végrehajthato bemérési eljarasokbdl mindig a lehetd legnagyobb pontossagu és a le-
het6 leggyorsabb megoldas alkalmazasa kotelezd.?

A harompontos metszés elénye mas bemérési eljarasokhoz képest, hogy ezzel az eljaras-
sal nem szlikséges az adott tajolomliszert a feladat elvégzése el6tt tajolni egy tajolopontra,
és megallapitani a tajoloirany halozati iranyszdgét, amihez sziikség van az adott teriletre
és miszerre egyedileg jellemz6 magneses elhajlas értékére.* Ez az érték a Magyar Honvédség
tlizérbemérd szabalyai szerint a megallapitas helyét6l maximum 10 kilométeres tavolsagig
alkalmazhatd, attol tavolabb Ujra meg kell allapitani. Tehat amennyiben a bemérécsoportnak
olyan teriileten kell végrehajtania a feladatat, ahol valamilyen tényez6 miatt nem allapithato
meg a magneses elhajlas értéke, akkor a harompontos metszés eljarasanak alkalmazasaval
pontos halézati iranyszoget lehet nyerni. Ezt az irdnyszdgértéket a bemérési feladat folytatasa
soran fel lehet hasznalni az adott terliletre és mUiszerre jellemzé magneses elhajlas értékének
megallapitasara is.

Harompontos hatrametszés

A harompontos hatrametszés az a fajta pontkapcsolas (1. abra), amely soran egy ismeretlen
pontrol 3 ismert pont és a kdzottiik mért belsé szogek segitségével dllapitjuk meg azismeretlen
pont koordinatait. A 1. abran lathaté A, B és C jeléli az ismert pontokat, valamint a pontok
kozott mért belsé szogeket o, B és .

A hatrametszési feladatnak tobb megoldasa van, példaul a Kupis Jézsef és Kruspér Ist-
van-féle kdzvetlen megoldas vagy a Sossna-féle megoldas két segédkorrel. Az elbbi soran
haromismeretlenes egyenletrendszert kell megoldani, mig a masodik esetén két segédpontot
kell kijelolni. Ezen koordinata geometriai megoldas, amely két kdr metszéspontjat szamolja,
tobbismeretlenes és masodfoku egyenletrendszer megoldasaval hajthaté végre. A feladatot
minimum 6t helyi értékl x és y koordinataval kell kiszamolni, ami a négyzetre emelt értékek
miatt rendkivil bonyolultta valik, tovabba a szamitas soran a korok kdzéppontjat is meg kell
hatarozni a feladat megoldasahoz, ami tovabb ndveli a megoldas idejét és a hibalehet&ségek
szamat.

®  Tu/5 szabalyzat 2015: 2.2.2. pont.
4 Tu/5 szabalyzat 2015: 4.2.3. fejezet.
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1. abra: Az ismert és ismeretlen pontok koré rajzolhatd korok
Forras: a szerzd szerkesztése

Azonban a feladat megoldasakor, barmely megoldasi eljarassal dolgozunk, el6allhat olyan
helyzet, amikor a feladat megoldhatatlan lesz. Ez azért torténhet, mert amint az a 2. abran is
latszik, a B szdga C, a P ésa B pont koré irt kor CB-hurjahoz tartozoé szég a P pontbol, az o sz6g
az A, a P és a C pont koré huzott AC-hur szége a P pontbdl. Amennyiben a k6zépsé pont (B)
ugyanarra a korre esik, voltaképpen az ismeretlen pontbdl az AB-, a BC- és az AC-hur P pontbdl
mért szége a koriv barmely pontjan ugyanannyi (2. abra).

2. abra: A hdrompontos hatrametszés megoldhatatlansdga
Forras: a szerzd szerkesztése

Ezt elkerlilend6 a bemérési feladat végrehajtasa sordn, a pontok kivalasztasakor kiilénds
figyelmet kell forditani arra, hogy az ismert pontok kézil a k6zépsé a tobbi ponthoz képest
tavolabb vagy kozelebb legyen, elkeriilendd a fenti helyzet kialakuldsat.
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A segédkorrel végrehajtott hatrametszés (Collins-féle megoldas)®

A feladat megoldasi lehetdségei koziil a Collins-féle megoldast vélasztottam, amelyet
egyszerien, zsebszamologép nélkil, a &tablazatokban® talalhatd trigonometriai tablazatok
segitségével, papiron szamolva is meg lehet oldani. Természetesen alapszint(i trigonometriai
szamitasokra képes zsebszamoldgéppel a feladat végrehajtasi ideje jelentSsen lecsokken.

A megoldas egyszersitése érdekében, hogy a pontokat kevésbé lehessen dsszekeverni,
az ismeretlen pontot P-vel, a bal oldali pontot B-vel, a kozépsé pontot K-val, a jobb oldalit
J-vel, a segédpontot pedig S-sel jeloltem. A feladatot segédkdorrel kell végrehajtani. Ez
a kor a B, a | és a P pontra szerkesztett kor, amelyre a P pontboél a K ponton keresztil hu-
zott egyenes és kor metszéspontjaba segédpontot kell kijelolni, ez lesz az S pont (3. abra).
A P pontbdl a B és a K pont kozdtt mért belsé szog az «, valamint a K és a ] pont kdzott
meért belsd szog a B.

3. dbra: A feladat sorén alkalmazott pontok és alapadatok
Forras: a szerzd szerkesztése

Az ismert pontok helyzete alapjan két helyzet allhat el6. Az egyik esetben a kdzépsé pont
a segédkoron beliil, a masodik esetben a segédkdron kiviil helyezkedik el. A kidolgozas soran
a két eset abban kiilénbozik, hogy a szamitas egyes lépéseinél, ha a koron kivil esik a kozépsd
pont, negativ értékeket kapunk eredményként. Ezeket az eseteket a megoldasi folyamat be-
mutatasa utan jelzem.

> CSEPREGI-GYENES-TARSOLY 2013: 164.
& A bemérési feladat soran a beméré alegység szamara a |6tablazat elSirt felszerelés, mivel az &tl6hetdség
kiszdmitasa miatt sziikséges. A trigonometriai tablazatok a Tii/5 szabalyzatban is megtalalhatdak.
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Végrehajtas

A végrehajtas soran, miutan a harom ismert pontot és azok koordinatdjat meghataroztuk,
valamint a pontok kozotti bels6 szogeket is, els6ként a bal és jobb oldali pontok tavolsagat kell
kiszamolni (1. tablazat), amelyet a Pitagorasz-tétel segitségével lehet a legegyszer(ibben meg-
hatarozni. Ehhez a jobb oldali pont koordinatajabdl ki kell vonni a bal oldali pont koordinatajat.

tB] = ZVAXZ + AYZ

(1
1. tablazat: Deréksz6gli koordindtak kiilénbségeinek meghatarozasa
X, -X, =AX
Y, -Y, =AY

Forras: a szerzd szerkesztése

A kivonas sorrendje nem a tavolsagszamitas végrehajtasahoz sziikséges, hanem a kovetkez6
lépéshez, amely a B pontrol J pontra mend haldzati iranyszdg értékének meghatarozésa,
az alabbi képlettel:

~14y _ o
tan ™ R ]

4. abra: A bal és jobb oldali pontok irénysz6gének meghatarozésa
Forras: a szerzd szerkesztése

7 Az R szogérték, amelyet a fliggéleges tengelytdl kell mérni, mivel az alkalmazott trigonometriai szamitas

a derékszogli koordinata-rendszer fliggéleges tengelyétdl adja meg a szogértéket.
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A B és a ] pont koordinatai kiilonbségeinek el6jele hatarozza meg, hogy az adott irdnyszog
melyik térnegyedbe mutat. Az alabbi tablazatban lathato, hogy hogyan kell az R szoggel
az irdnyszdget meghatérozni.

2. tablazat: Az R szégérték halozati irdnysz6ggé vald atszamitasa

Ay Ay _ —Ay _ —Ay _
T =R=@) | ——-=3000-R=(B)) | —-=3000+R=(B)) | —-==6000-R=(B])

Forras: a szerzd szerkesztése

Miutan a B és a ] pont tavolsaga ismert, a korben a hur latdszogének osszefliggései miatt meg
lehet hatarozni a kér atmérgjét (D). Egy kérben a har latdszoge a kériven mindig allando,
emiatt lehetséges, hogy a BJ-tavolsaggal és a P pontbol mért szoggel meghatarozhatjuk a kor
atmérdéjét. Ehhez a P pontbdl a B és a | pont kdzott mért belsd szog értéke, valamintaB és a |
pont tavolsaga sziikséges (5. bra).

D=—2_
sin(BPJ) @3)

B

5. abra: A kor atmérdjének meghatarozasa
Forras: a szerzd szerkesztése

A kovetkezd két lépésben az S segédpont koordinatait kell meghatarozni. Elséként a B
és az S pont tavolsagat kell kiszamitani. Felhasznalva ismét a hur latdszdgeinek 6sszefligését
az SJB-szog egyenl6 az SPB-szoggel (o), valamint az SPJ-sz6g egyenld az SBJ-szoggel (B)
(6. abra).
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6. abra: A bal oldali és a segédpont tavolsagdnak meghatarozéasa
Forras: a szerzd szerkesztése

A BJ-irdnyszog értékébdl a B szoget kivonva a B és az S pont iranyszogét kapjuk meg (7. abra),
illetve a kor atmérdjének kiszamitasakor alkalmazott képletet atalakitva a B és az S pont
tavolsagat lehet meghatarozni. Abban az esetben, mint amelyik a 7. dbran is lathatd, hogy
B szogérték nagyobb, mint a BJ-irdnyszog, akkor az eredmény negativ érték lesz, amelyhez
60-00-t (64-00) hozzaadva megkapjuk a helyes halézati iranyszéget B pontrél S pontra.
t,;=D sin(BPS) (a)
(BS) = (BJ) - SP] (+60-00) vagy (+6400) (4)

SPJ(B)

B))
(BS)

7. &bra: A bal oldali pont és a segédpont tavolsédganak és irdnysz6gének meghatarozasa
Forras: a szerz6 szerkesztése
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Ezen értékek megallapitasa utan egyszerli geodéziai feladattal,® egy ismert pontbdl irdny
és tavolsag ismeretével meghatarozhatjuk az S segédpont koordinatait. Ehhez a kovetkezd
képleteket kell alkalmazni:

Y. =Y, +t,sin(BS); X =X, +t, cos(BS) (5), (6)

A P pont koordinatai meghatarozasanak egyik lényeges kérdése, hogy a K és az S pont milyen
tavol helyezkedik el egymastol. A veszélyes kor kozelsége a K pont helyzetéhez a szamitasi
pontossagot is meghatdrozza. Emiatt az S és a K pont tavolsagat is meg kell hatarozni, ezt
ugyanugy kell végrehajtanunk, mint azt a B és a ] pont tavolsaganal tettiik.

3. tablazat: A kbzépsé pont és a segédpont koordinata-kiilonbségeinek meghatarozasa

X, =X, =AX

K s

Y, =Y. =AY

K

texk = VAXZ + AY? (7)

Forras: a szerzd szerkesztése

A két pont tavolsaga utan az S pontrél a K pontra mend halozati irdnyszoget is meg lehet
hatarozni a 2. tablazat segitségével, amely voltaképpen a K pontrél a P pontra mend iranyszog,
amelyet 30-00-val (32-00-val, 6400 vonasos rendszerben) megforditva megkapjuk a P pontrdl
a K pontra mend iranyszéget, amely a teljes feladat megoldasanak egyik eleme.
—1 Ay
tan IE: R - (SK) )
Miutan mar rendelkezlink a B pontrél az S pontra mend, valamint az S pontrél a K pontra
mené haldzati iranyszoggel, a BS-haldzatiiranyszdget 30-00-val (6400-s vonasrendszerben
32-00-val) megforditva, majd abbol kivonva az SK-szoget megkapjuk a BSK- (y) szoget. Ezt,
valamint a hurok latdszégeinek 6sszefiiggéseit felhasznalva meg lehet allapitani az S és a P
pont tavolsagat. A 8. abran lathatd, hogy a BP-hur latdszége (y) az S pontbol ugyanaz, mint
a ] pontbdl. Valamint az SB-hur latoszége («) a P pontbol ugyanaz, mint a ) pontbél. Emiatt a )
pontbol az SP-hur hossza, tehdt az S és a P pont tavolsaga megallapithato az aldbbi képlettel:
t.,=Dsin(BPS + BSP)
BPS +BSP=(a+Y) 9)

8 Mas néven el6remetszés vagy sarkeljaras.
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8. abra: Az ismeretlen pont tavolsaganak meghatarozésa a segédpontrol
Forras: a szerzd szerkesztése

Az SP-tavolsag megallapitasa utan, ha a K és az S pont tavolsaga nem nulla, a harompontos
hatrametszés befejezé lépése egy ismert pontbol adott irany és tavolsag ismeretével a P pont
koordinatajanak meghatdrozasa, amelyet az aldbbi médon lehet megtenni:

Y, =Y, +t,sin(SK); X, =X+t cos(SK). (10), (1)

K pont a segédkoron kiviil

Amennyiben olyan helyzet all el§, amelynél a K pont a segédkdron kiviil helyezkedik el, akkor
az elébb felsorolt lépésekkel ugyanugy kiszamithato a P koordinatdja, csak a megoldas soran
negativ értékett kapunk. A kovetkezé szamitasok értéke valtozik negativra:
.. "Bl
1. D= sin(BP))’
2. t, = Dsin BS; valamint a szdmitott irany is 30-00-val tér el (32-00, ha 6400-as vonas-
rendszert hasznalunk);
3. BSK=SB-SK;
4. t,,=Dsin(BPS + BSP).
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9. dbra: A harom ismert pont helyzete egy valtozatban, amikor a k6zépsé pont a koron kiviil helyezkedik el

Forras: a szerzd szerkesztése

A feladat végrehajtasa a Collins-féle megoldassal — 6sszevetve a tobbi megoldasi modszer-
rel — nem nevezhet6 bonyolultnak, viszont figyelmet és pontossagot kévetel, hogy a bemérés
soran a megfelel& adatokkal hajtsa végre a feladatot a bemérést végzé. AmennyibenaK ésaz S
pont tavolsaga kicsi, vagy az eredmény kozelit a nulldhoz, akkor célszer(i a pontok kivalasztasat
(bal, kozépsd és jobb) megvaltoztatni, s elolrél kezdeni a feladatot. Ezt megelézendd fontos,
hogy a pontokat el6zetesen is megfelelé sorrendben jeléljik ki.

Megoldoélap

A megolddlapot a bemérési feladat végrehajtasa segitésére szerkesztettem meg, hogy
a végrehajtas soran a bemérést végrehajto ne hagyjon ki lépéséket, rendelkezésre alljanak
alkalmazandd képletek, valamint rendelkezésére alljon hely és lehetSség, hogy a megfeleld
adatokkal dolgozzon.

4. tablazat: A megolddlap

Alapadatok
Pontok Iranyérték Koordinata 'Y’ Koordinata 'X’ Magassag
(m/n)
B /
K /
J /
d X, =AX
Y, -y, =AY
JAx? + Ay? =ty
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Andéczi-Balogh Andras Adam: A harompontos hatrametszés analég megoldasa a tiizér beméré alegységek szamara

tan~! i—z =R =)
%:R:o( :A—A}—;;=3000—R=0< :—21:3000+R=0< _A—AxyIGOOO—RZOC
ts) =2R=D
sin(BPJ)
(B])-SPJ (B) = (B9)
2R sin (BPS) =1y
Y, +1,,sin (BS) =Y
X, +1,, cos (BS) =X,
X, -X =AX
Y, Y, =AY
tan‘li—z =R 60
(SB) - (SK) =BSK
2R sin (BPS +BSP) (a+y) =t
Y +tg,sin (SK) =Y,
X +tg,cos (SK) =X,
a P koordinatéja (PK) = (SK £3000)

Forras: a szerzd szerkesztése

Emellett a lapon az adatokat, a szamitasok eredményét is be lehet irni, igy a végrehajtdnak
nem kell kiilon lapon vagy fiizetben dolgoznia, ezéltal a bemérési feladat dokumentalasa is
azonnal rendelkezésére all.°

9 Tu/5 szabalyzat 2015: 2.2.5. pont.
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Andéczi-Balogh Andras Adam: A harompontos hatrametszés analog megoldasa a tiizér bemérd alegységek szamara

Gyakorlati felhasznalas

Az egyre novekvé digitalizacio mellett fontos a miveletek, bemérési eljarasok analog isme-
rete. A GPS-ek, inercidlis iranymérével ellatott lézertavmérdk nagyban segitik és gyorsitjak
a bemérési feladatok végrehajtasat. Azonban a rendszerek szamitasai, illetve koordinatameg-
hatarozasa téliink fuggetlen, és dramforrast igényel az alkalmazasuk. A GPS-ek zavarhatdsaga
miatt, amennyiben nincs fliggetlen forrasbdl szarmazo koordindta, nem tudhaté a koordinata
megallapitadsanak pontossaga.

Ezzel a mddszerrel, ha rendelkezésre all harom ismert pont, akkor megfelelé pontossaggal
lehet egyszerre a koordinatat és az iranyszéget meghatarozni. A feladat elvégzése utan a mért
bels6 szogek segitségével a B és a | pontra mend haldzati iranyszoget is meg lehet hatarozni.
Illetve a B, a ] és a P pont koordinatainak segitségével ki lehet szamolni a halézati irdnyszo-
geket. Amennyiben a belsé szogek és a PK-haldzatiiranyszog, valamint a B, a ] és a P pont
koordinatai alapjan kiszamitott halozati iranyszogek mind egyeznek, akkor ez a bemérési feladat
ellenérzésének is elfogadhato, nem kell masik eljarassal végrehajtani a bemérés ellendrzését.

A feladat végrehajthat6 akar 6000-es vagy 6400-as vonasrendszer alkalmazasaval. Mivel
trigonometriai szamitasokkal kell a feladatot végrehajtani, egyediil a vonas fokra vald szami-
tasat kell a lehet6 legpontosabban végrehajtani. Ezt a 6000 vonasos rendszerben a vonasérték
0,06-tal valé megszorzasaval, 6400 vonasos rendszer esetén 0,05625-tel vald szorzassal
kell megoldani. A masik lehet8ség a 16,66666-tal (végtelen tizedes tort) vald osztas a 6000
vonasos, valamint 17,7777 (szintén végtelen tizedes tort) a 6400-as rendszerben. Azonban
az utobbi két allando, mivel végtelen tizedes tortek, nem ad pontos értéket, mivel a véges
tizedes torttel valo szamitas pontosabb értéket ad, mint a végtelen tizedes torttel vald. Pél-
daul 3-00 vonasérték esetén, ha 16,666-tal vald osztast végziink, akkor 18,0007°-ot kapunk,
a 0,06-tal térténd szorzas esetén viszont a helyes 18° az eredmény. A nem nagy eltérés is
jelentds hibat okozhat, mivel a hatrametszés soran nagy tavolsagu pontokkal kell a feladatot
végrehajtani, a szogeltérések a tavolsag fliggvényében linedrisan ndvekvé hibat hoznak létre,
ami a végeredmény meghatdarozasakor tovabbi hibahoz vezet.
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