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Dr.Vas Jozsef

1. BEVEZETES

Ha végiggondoljuk, keveés olyan természettudomanyi ismeret van, amely
nem kapcsolodott, vagy nem kapcsolddik a hadtudoméanyhoz.

Kevés olyan tudomanyos ¢€s technikai értek van, amelynek els probaja €s
sikere nem a haditechnikaban jelentkezett.

Az elmult évtizedekben a hazai €s nemzetkozi tudoményos ismeretek
jelentds része nem ¢€pllt be a tisztképzés oktatdsi rendszerébe, S a
tisztképzésben dolgoz6 oktatok, kutatist végzOk sem tudtak megismerkedni
ezen eredményekkel, katonai alkalmazasi lehetdségeikkel.

A miiszaki csapatok jelentosége a NATO-hoz vald csatlakozasunkkal
felértékelodik. /IFOR/SFOR  Magyar Miiszaki Kontingens: hidépitések,
utépitések, helyreallitasok stb.../

Az ¢épitdmeérnok képzésben ¢és gyakorlatban az egyik legfontosabb
"¢épitdanyag" a talaj /a kotott és kotetlen szemcsés kozeg/. A hadiutépitések,
mellvéd alatti fedezékek s a talajjal Osszefliggd épitések /csatorndk, hidak,
alapozasok.../ nem nélkiilozhetik a talajjal kapcsolatos szdmitasok, szamitasi
moddszerek, korszerli talajmechanikai elméletek ismeretét.

E cikkben a talaj mechanikai viselkedésének kovetésére /leirasdra/ mai
napig  leggyakrabban  hasznalt un.  klasszikus  kontinuummodell
feltevésrendszerére alapozott 0 - tobb célra felhasznalhato - szamitasi modszert

mutatunk be.
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A végtelen féltér nem mads, mint a talaj, melyre s melybe kiilonb6z6
mitargyakat, katonai mitargyakat épitiink. Az ismertetett megoldasmodszer
Ujszerl s viszonylag egyszerli - felhasznalhaté konkrét, a fentiekben ismertetett
feladatok esetében.

Algoritmusszinten megadja - széles korben - a talajjal kapcsolatos
mechanikai feladatok megolddsahoz sziikséges ismereteket.

Hallgatoink az ismertetett szamitasi modszerre alapozhatjak tudomanyos
diakkori vagy szakdolgozat témadikat; az oktatok - elsOsorban a a miiszaki
epitdmeérndki tisztképzeésben résztvevok - szakmai €s tudomanyos munkajukban

1s eredményesen felhasznalhatjak.

1.1. A rugalmassagtan feltevései, alapegyenletei

A rugalmassagtani feladatokban a kovetkezd feltevésekkel éliink:
- a vizsgalt test anyaga homogén, izotrop,
- a test anyaga linearisan rugalmas veselkedésii,

- a test anyaga folytonosan kit6lti a rendelkezésre all6 térrészt.

Fenti feltételezéseknek eleget tevd anyag rugalmas tulajdonsagai két
paraméterrel jellemezhetdk
E: a rugalmassagi modulus

v: a Poisson tényez0

Az ezeken kivil még hasznalatos jellemzd: a G csusztatd rugalmassagi
modulus, amely a

B E
_2-(1+V)

Osszefliggéssel adhatd meg.

A rugalmassagtani feladatoknal feltételezziik, hogy a vizsgilt testet

egyensulyi erérendszer terheli.
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Ezen feltételezés mellett a feladat: meghatarozni a test egyes pontjainak
elmozduldsat, valamint alakvaltozasi - ¢&s fesziiltségallapotit. Az igy

megfogalmazott feladat -altalanos térbeli esetben- 15 ismeretlen meghatarozasat

jelenti. Ezek:

- az elmozdulasvektor harom komponense U_= (Uy, Uy, Uz)

- az alakvaltozasi tenzor 6 fliggetlen komponense (&,,¢,.5,,7,:7 07 1)

- a fesziiltségtenzor 6 fiiggetlen komponense (z,,,7,,7,,,0,,0,,0,)

Az ismeretlenek meghatarozasahoz 15 fiiggetlen egyenlet sziikséges.

Ezek az elméletben rendelkezésre allnak.

Felirhat6 3 db egyensulyi egyenlet:
V-§+f=0 (1)

ahol va Hamilton-féle differencialoperator,

(O Txy Ty,
2 = z-XY O-)’ TVZ
Ty 2-yz o,

a fesziiltségtenzor és f a térfogati erék vektora. Felirhatd 6 db geometriai
egyenlet:

D= % (Vou +uoV) (2)

ahol  u = az elmozdulasvektor,

o a diadikus szorzas jele,

D=lry & 7y
yxy 7/yz &,

az alakvaltozastenzor.
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Az elméletben érvényesnek tekintjiikk a Hook-torvényt, mely az
alakvaltozas- €s a fesziiltségtenzor kozotti linedris kapcsolatot fejezi ki (6

egyenlet).

2:1+v_{s_ v Sl-l} (3)

E = 1l+v = =

ahol S, =0, +0,+0, afesziiltségtenzor elsd skalar invaridnsa, | az
egységtenzor.

A rugalmassagtani feladatok egyértelmii megfogalmazasdhoz a vizsgalt
test hatarolo feliiletén peremfeltételeket irunk eld. Ezzel a feladat egyértelmii

megfogalmazast nyer.

1.2 A rugalmassagtan sikfeladatai

Ha a test mérete valamely irdnyban nem valtozhat meg: sik-alakvaltozasi
allapotrdl, ha valamely irdnyban nem ¢ébred fesziiltség: sik-fesziiltségi allapotrol

beszélink.

Ezen esetekben az elméletben szerepld ismeretlenek szama ¢és
természetesen az egyenletek szama is csokken. A tovabbiakban a sik-fesziiltségi

allapottal foglalkozunk.

Ebben az esetben - feltételezve, hogy a vizsgalt sik az (x,y) sik-

o,=1,=1,=0,sigyaz (1) egyensilyi egyenletekbdl kettd marad.

é’gx . é’fxy

Py gy +f, =0
: @
T OO
4+ —L+f,=0
X &

Ezen egyensulyi egyenletek kielégithetOk egy kétvaltozos F (x,y)
fliggvény bevezetésével (Airy-féle fesziiltségfiiggvény), mely segitségével a

fesziiltségek kifejezhetok:
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Oy = 0,}(2 _fx
O°F
Gyzwz_fy'y ()
O°F
Ty ="
2%,

feltételezve, hogy a térfogati erérendszer intenzitasa (fx, f,) konstans.

Az Airy-féle fesziiltségfiiggvény meghatarozasa (lasd. [2]) a
AAF =0 (6)
biharmonikus differencidlegyenlet megoldasat jelenti, ahol a vizsgalt test
hatarfeliiletén eldirhato peremfeltételek
py=0, N, +7,-N

7/

p, =7, N +0, N,

ahol n=[n,;n | ahatérolo feliilet normalis egységvektora

y

2. AFELADAT MEGFOGALMAZASA

Tekintsiik az I. dbran vazolt feladatot.
Meghatarozando a (T) tartomanyban biharmonikus F (X,y) fiiggvény,
melynek segitségével az (5)-nek megfelelden szdmithatok a fesziiltségek a
tartomany tetszéleges pontjaiban.

A (T) tartomany (g) hatargérbéjén p intenzitasu terhelés miikodik.
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D = Px i+py e

1. dbra

A (g) gorbén eldirhato peremfeltételek (7) alapjan, a 2. dbra jelOléseinek

felhasznalasaval felirhatok.

2.abra

n=|n|-sing-i+n-cosar-j [n[=1
n=|n|-sing-i+n-cosar-j [n[=1

sina:% cosa:—% /8/

S ds

lesz.
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A (8) figyelembe vételével (7) egyenletek felirhatok az F
fesziiltségfliggvénnyel:

O°F dy J°F dx _

&2 ds gy s ™

19/

ﬂZF_ﬂ+ﬂ2F.%__p
XA ds X ds Y

(9) rendezésevel €s mindket oldal integralasaval azt kapjuk, hogy

0"':
L _[p -ds=0Q(x,
3 [ b, -ds=Q(x.y)
110/
0":
gz—jpy-ds:s(x,y)

valamint
F :j%dx+I§dy:Ide+IQdy:R(xy) 111/

a (T) tartomanyt hatarolo (g) gorbén

A feladat fenti eredmények figyelembe vételével ezek utan a

kovetkezOképpen fogalmazhatd meg:

Meghatarozand¢ a (T) tartomanyban biharmonikus F (x,y) fiiggvény, mely
a hatarolo (g) gorbén:

F=R(x,y) 112/

eloirt értékeket veszi fel.
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3. A FELADAT MEGOLDASA

3.1 Segédprobléma megoldasa

Valamely a(x,y) fliggvényt harmonikus fliggvénynek neveziink, ha kielégiti

aAa(x,y)=0 egyenletet. Az a(x,y) harmonikus fiiggvény az y > 0 végtelen

félsikon (3.4bra) a Poisson integral segitségével az alabbi formaban eléallithato:

[3]
X, :l-m+-h a)da 113/
a( y) ps _J;C(X—a)2+y2 ( )

ahol h(a) az a(x,y) fliggvény eldirt értékei az y = 0 hatarolo egyenesen.

Az y >0 tartomanyban biharmonikus F(x,y) fliggvény eldallithato ket
harmonikus fliggvény segitségével az alabbi formaban:
F(xy)=a((x\y)+y-b(xy) 114/
ahol tehat:
Aa(x,y)=0

Ab(x,y)=0

82



Legyen a biharmonikus F (x,y) fliggvény ¢és derivaltja adott a félsik

hatarol6 egyenesén:

F(x, 0) = h(x)
115/
= (0)=gx)
(15) eloirasokkal - felhasznalva (14) eloallitast:
F (x,0) =a (x,0) + 0- b(x,0) = a(x,0) = h(x)
116/

Belathato, hogy a % +b fliggvény is harmonikus, melynek értéke az y=0
hatarvonalon g(x), igy a Poisson-integrallal meghatarozhato:

oa — I a)da /17/

(X - a
(17)-bdl - felhasznalva (13)-t - a b (x,y) harmonikus fiiggvény is eldallithato.

Részletezés nélkil:

=20 ga)da- j (x-a) -y —h(a)da /18]
4 [(x a)’ +y?

S fentiek alapjan a biharmonikus F (x,y) fesziiltségfiiggvény (14)-nek

megfelelden:

x,y)=". +w—y2 o+ 2:y" a)da
") 7 _[o(x—a)2+y2 oe) —'[o[(x a)’ +y] e o
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3.2 Az eredeti probléma megoldasa

A 3.1 pontban részletezett médon meghataroztuk az F (x,y) biharmonikus
fiiggvényt, az y = 0 hatarvonalon - adott értékei segitségével. Az eredetileg
kitlizott feladat (Isd 2. pont) abban kiilonbozik a segédfeladattol, hogy a
peremfeltételek a (g) gorbén adottak, mely hatargérbe nem feltételniil azonos az

y = 0 egyenessel.

Az eredetileg kittlizott feladatot a 3.1 pont eredményeinek

felhasznalasaval a kovetkezo 1épésekben oldjuk meg:

a) A (19) egyenlet segitségével eldallitunk egy biharmonikus W(x,y)

fliggvényt, mely az y=0 vonalon a W(y=0) = h(x) ; % (y=0)=g(x)

peremfeltételeket veszi fel. (19) alapjan irhato, hogy:

1|7 ? +°° 2-y°
W(X,y):—- —Zz-g(a)da+ 5 -h(a)da
ey _L[(x_a)uyz]
120/
Miny)=2. T 2y (c-af g(a)da++w6 yoxza) =2y h(a)da
XN V4 21? 2]®

b) Kiszamitjuk W (x,y) fiiggvény értékeit az y > 0 tartomanyban halad6
(g) gorbén ¢és ezeket egyenloveé tessziik az F (x,y) fliggvény (g) gorbén adott

peremértékeivel. Ebbol az egyenletrendszerbdl h (x) , g (x) meghatarozhatok:
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c) Mivel W (x,y) biharmonikus az y > 0 tartomanyban és a b.-ben
biztositott feltételek szerint a (g) gorbén F (x,y) eloirt értékeit veszi fel, ezért a
(T) tartomanyban (Isd. 1. abra)

W(xy) =F (X.y)

a keresett fiiggvénnyel.

3.3 Kozelito szamitas F (x,y) fiiggvény eloallitasara

A 3.2 pontban ismertetett modszer b. pontja szerint irhato, hogy:

1t Yig ; 2-ye
R(Xig,yig):—- J. I -g(a)da+.|. ; 5 -h(a)da
T 7a(Xig—a) +yig a[(xig_a) +y|2g]
121/
Ax. — 2 (x. —a) =2y
QX Yig) = f 240 L a)z'(awaﬁ-bGy@ Chic) Yo b(a)da

a[(xig —~ a)z + y,zg] -a [(xig —~ a)2 + yé]

Fenti két integralegyenlet megoldasaval meghatarozhatok a g, h

fliggvények.
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Alkalmazzuk az alabbi kozelité modszert:
A (T) tartomany (g) hatargorbéjén vegyiink fel n db diszkrét pontot, melyeket az
y tengellyel parhuzamos egyenesekkel metsziink ki. (Isd 4. dbra)

Al A2 Ai
-al b
X
N ]
Bl Bz (T)
vy
4. abra

A 4. dbra alapjan, mint lathat6 az egyenesek az y = 0 egyenesen n db
pontot metszenek ki, melyek koziil az i-edik koordinatai: A; (X; ; 0), valamint a
(g) gorbén szintén n db pontot metszenek ki, melyek koziil az i-edik pont
koordinatai: B (X; ;Yig ), (21) egyenleteket felirhatjuk a fent definialt A;, B;
pontokra, igy azt kapjuk, hogy:

R =K!-g, +H-h

122/
Q; :Kijz ‘g5t Hijz 'hj
ahol
R(B,) Q(B,)
R= R(B.) Q= Q(B.) 123/
M = M
R(By) Q(By)
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valamint

Kl _ 1 y|g
U] T N (Xig _ XJ )2 n ylzg
o 1 2
] T N (Xig _Xj)Z +ylzg
124]
HY — 1 2'yig'(xig_xj)
ij N 2
" |:(Xig _Xj)2 +yi29J
H2 1 .G'yizg(xig_xj) 2 y|4g
1 N 2 3
§ [(Xig ‘Xj) +ylzg}
€s
9(A,) h(A,)
5|34 LIS R
o(Av) h(Ay)
(22) matrixegyenleteket az alabbi tomor formaba irhatjuk:
m=A-x 126/
ahol m, x (2Nx1) méretii vektorok, A (2Nx2N) méretli matrix:
R(B,) 9(A)
R(B,) 9(A,)
M M 1 1
m=|R(By) x=|9(Av) A= %2 %z 127/
Q(B:) h(A,) = =
M M
Q(Bv) h(Ay)
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(26) -bol - A matrix inverze segitségével - megkaphatjuk az'y - 0

hataregyenesen g, h fiiggvényértékeket:
x=A"-m 128/

(28) -al megoldottuk a 3.2 pontban kitlizott feladatot, tehat
meghataroztuk a (T) tartomanyban biharmonikus fliggvénynek és derivaltjanak

az y = 0 hatarvonal N pontjaban felvett értékeit.

Ezen flggvényértekek segitségével a (T) tartomany barmely pontjaban

biharmonikus F(x,y) fliggvény értékei szamithatok.

4. OSSZEFOGLALAS

A tanulmanyban bemutattunk egy kozelitd modszert tetszileges
hatargorbeéji  végtelen felsik fesziiltségi és alakvaltozasi  allapotanak
meghatarozasara alkalmas fesziiltségfiiggvény szamitasara.

A feladat elég altalanosan keriilt megfogalmazasra ahhoz, hogy e kozelitd
modszert j6 néhany konkrét gyakorlati feladat megoldadsahoz alkalmazni
lehessen. A kozolt képletek alkalmasak szamitogépes program elkészitésére.

A szamitott eredmények pontossaga a felvett pontok szdmanak (N)

novelésével fokozhato.
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