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KOCKAZAT BECSLESE A VALOSZINUSEG KISZAMITASA NELKUL,
A MEGBIZHATOSAGI INDEX ES ALKALMAZASA

Absztrakt: A4 rendelkezésre dllo adatok szerint a terrorvizmus aktivitdsa naprol-napra
novekszik, kiilonosen az utobbi 15 évben. A terrorizmus globdlis problémava valt. A modern
terrorizmus azonban jellegében eltér a multbélitol. Napjainkban a terroristaknak lehetésége
van az innovativ technologiak alkalmazasdara. Ez meroben uj kihivast jelent a védekezés
szempontjabol a szakemberek szamdra. A kockdzatelemzés elmélete és modszerei
alkalmazhatok arra, hogy segitségiikkel becslést adjunk a terrorcselekmények
bekovetkezésére és a kovetkezményekre vonatkozolag. A kockazat becslésére matematikai
modszerek alkalmazhatoak, ezen beliil is széleskoriien alkalmazott a valosziniiségelméleti
megkozelités. Azonban a valosziniiségek kiszamitasa gyakran probléemdkba iitkozik,
analitikusan a szdamitds gyakran lehetetlen. Ebben a dolgozatban bemutatjuk, hogyan lehet
kockazatot becsiilni a valdsziniiség kozvetlen kiszamitasa nélkiil, a megbizhatosagi index
segitsegével.

Abstract: According to data, terrorist activity tend to grow steadily, especially during the
past 15 years. Terrorism became a global problem. Modern terrorism differs from the
terrorism of the past. Nowadays terrorists have the opportunity to use innovative
technologies. According to defence and protection this is an etirely new challenge for experts.
The theory of risk and methods of risk analysis can be applied to assess the risk of terrorist
activity and consequenses. Mathematical methods, especially the probabilistic approach is
widely applied for expressing the risk. But the exact analitical calculation of probability is
always impossible. In this paper the theory of reliability index will be demonstrated in the
context of terrorist’s threat. It seems to be extremely suitable framework for this purpose,
because risk can be assessed without direct calculation of probability.

Kulcsszavak: megbizhatosagi index, hatardllapot fiiggvény, biztonsagi hatdr, tervezési
pont.

Keywords: reliability index, limit state function, safety margin, design point.
1. BEVEZETES

A kritikus infrastruktara elleni robbantasos cselekmények kockazatanak becslése [1-4] tobbek
kozott azt igényli, hogy analitikusan nehezen vagy egyaltalan nem kezelhetd esetekben is
kiszamithat6 legyen bizonyos események valosziniisége, ezaltal becsiilhetd legyen a kockazat.
A cimként megjelolt megbizhatdsagi index — amelyet e pontban részletesen tanulmanyozunk
— szerepe kettés. Egyrészt alkalmazhatdé abban az esetben, ha megelégsziink kozelitd
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eredménnyel, ha a valosziniiségek pontos, analitikus, esetleg Monte Carlo szimulacioval
torténd kiszamitasat megkeriilve egy ,,elsérendi” kozelité valdsziniiségi adatot hatdrozunk
meg egy adott probléma vizsgalata kapcsan. Masrészt pedig, ha a kérdés pontosabb adatokat
igényel, megalapozza az analitikus vagy Monte Carlo modszerek alkalmazasat, fokozza azok
pontossagat és csokkenti a szdmitdsok mennyiségét valamint a szamitasokhoz sziikséges
iddtartamot.

Egy kritikus infrastrukturahoz tartozo épiilet, épitmény a vizsgalat célja szempontjabol
tanulmanyozhato, mint pontrendszer, merev test, rugalmas test, stb., illetve ezek egyiittese.
Nyilvanval6, hogy egy ilyen fizikai rendszer jellemezheté a rendszer allapotat meghatarozé
bizonyos fizikai mennyiségekkel — anyagi allandok, rugalmassagi egyiitthatok, stb. —
amelyeket valoszinliségi valtozoknak tekintiink. Tegylik fel, hogy erre a rendszerre hatassal
vannak bizonyos fizikai mennyiségek — egy robbantdsos cselekmény kapcsan példaul:
nyomas, hémérséklet, impulzus, erdk, fesziiltségek, nyomatékok, stb. —, amelyeket szintén
valoszintiségi valtozoknak tekintiink. A szdba jovoé valoszinlségi valtozok mindegyikét
dsszefoglaljuk egy X=(X,,X,,...X,) valoszinfiségi vektorvaltozoban, amelynek egyes X;

komponensei a kérdéses fizikai mennyiségek. Nevezziik ezeket a vizsgalat szempontjabol
lényeges mennyiségeket allapotvaltozoknak. Ezen allapotvaltozok, mint fizikai mennyiségek
determinisztikus fizikai torvények alapjan Osszefliggenek. A kérdés az, hogy a
determinisztikus torvények alapjan hogyan kovetkeztethetiink sztochasztikus torvényszerii-
ségekre és ezek alapjan hogyan becsiilhetd a kockazat.

2. BIZTONSAGI HATAR, HATARALLAPOT FUGGVENY

Tegyik fel, hogy az X; Allapotvaltozok felhasznalasaval eldallitunk egy — a
szakirodalomban rend szerint g-vel jelolt — fiiggvényt a kovetkez6 megallapodas szerint [5].
A g(X)=g(X,,X,,..X,)fiiggvény pozitiv értéket vesz fel, azaz g(X) > 0, ha a rendszer

stabil, ,,biztonsadgos allapotban” van, ha tehat a rendszerre hatd fizikai mennyiségek nem
lépnek tul bizonyos hatarértékeket. Tovabba negativ, azaz g(X) < 0, ha a rendszerre hato
fizikai mennyiség(ek) meghalad(nak) bizonyos hatarértéke(ke)t. Ez utobbi a rendszer azon
allapota, amelyben egyes komponensek megsériilnek, haszndlhatatlanna valnak, azaz egy
komponens sériilése altal a rendszer egésze sériil, meghibasodik, ez a ,,meghibdsodas
allapota”. Ez utobbi allapotnak nyilvan kiilonb6zd fokozatai vannak. Mi az alabbiakban ezek
kozott nem tesziink kiilonbséget, kizardlag a g(X) > 0 és g(X) < 0 egyenl6tlenségekkel
leirhaté allapotok kiilonbségét, ezek kozotti atmenetet, illetve pontosabban a g(X) < 0
esemény valdszinliségét fogjuk vizsgalni. Tegyiik fel, hogy az X vektorvaltoz6 értelmezési
tartomanya az n-dimenzios R" térnek egy T tartomanya. Ezen tartomany T; részhalmaza az,
ahol g(X) > 0, ez a ,biztonsagi tartomany”, az a T, tartomany, ahol g(X) < 0, a
,,meghibasodasi tartomany”. A két tartomany hatara, azon pontok halmaza a T-ben amelyekre
g(X) = 0, a ,,biztonsagi hatar”. Ez a biztonsagi hatar egy n — 1 dimenziés feliilet R"-ben,
voltaképpen az n-valtozos g(X) fiiggvény egy szintfeliilete. Ha a g(X) fiiggvény linearis, ez a
biztonsagi hatar egy hipersik (egyenes, sik, hipersik), ha nem lineéris, akkor egy gorbiilt
feliilet (két dimenzidban egy gorbe).

A g(X) fiiggvényt az emlitett tulajdonsagok miatt nevezziik ,hatarallapot fliggvény”’-nek.
Ezzel a fiiggvénnyel irhato le tehat egy rendszer — vizsgalataink szempontjabol fontos — azon
allapotainak halmaza, amikor a rendszer nem stabil, nem biztonsagos, sériil. Ezen allapotok
valoszinliségének kiszamitasaval, pontosabban a valdszintiségek becslésével foglalkozunk az
alabbiakban.

Vegyiik most figyelembe azt a vizsgdlataink szempontjabol alapvetd tényt, hogy X,
Xa, ... Xy altalaban folytonos eloszlast valdszintiségi valtozok. Alapvetd kérdés, hogy milyen
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modon szamithaté a sériilés, meghibasodas valdsziniisége. Legyen f, (xl,xz,...,xn)az X1,

Xa,...Xn valOszinliségi valtozok egyiittes striségfiiggvénye. Ekkor a ,,meghibdsodas” —
amelyet jelolhetink S-sel, mint az elkdvetdk szempontjabol ,,Sikeres” eseményt -,
valosziniisége

P(S)= [ fo(X: %X, )ixdx,..dx, (2.1)

g(X)<0

A valbészintiséget tehat az egyiittes strtségfiiggvény T, ,,meghibasodasi tartomany”-ra
kiterjesztett integraljaval kapjuk. Ennek az integralnak az egzakt analitikus kiszamitdsa
gyakran nehézségekbe iitkozik, sot esetenként lehetetlen. A kockazatelemzés {6 feladata
azonban éppen ennek a valoszinliségnek a kozelité kiszamitasa, becslése. A probléma
megoldasara tobb modszer alkalmazhato, az egyik a szakirodalombol jol ismert Monte Carlo
szimulacid. Ez az eljaras az analitikusan meghatarozhatatlan valdszintiség értékét kozeliti,
gyakorlatilag tetszOleges pontossaggal. Ebben a dolgozatban azonban egy mindségileg
kiilonboz6 modszert, a mar emlitett és az alabbiakban részletesen bemutatott ,,megbizhatosagi
index” fogalmat és alkalmazasat mutatjuk be.

3. KETVALTOZOS, LINEARIS HATARALLAPOT FUGGVENY

Tekintsiik most azt a legegyszerlibb esetet, amikor minddssze két allapotvaltozonk van: X
és Xo. Az X; jelolje a rendszert érd valamilyen fizikai hatast (nyomas, fesziiltség, erd,
nyomaték, impulzus, stb,). Az X, pedig jeloli a ,,kapacitast” mint fizikai jellemz6t, vagyis egy
olyan karakterisztikus fizikai mennyiség maximalis értékét, amely alapvetden befolyasolja
egy rendszer stabilitasat (szakitoszilardsdg, folyasi hatar, egy rezgd rendszernél a
maximalisan megengedhetd kitérés, stb.). Természetesen az emlitett mennyiségeknek
Osszehasonlithatoknak kell lenni, hiszen ugyanazon mértékegységgel leirhato mennyiségekre
vonatkoz6 két adatrdl van sz6. Ebben a legegyszerlibb esetben a hatarallapot fliggvény
nyilvan a g(Xi1, X2) = Xz — X; definicioval adhatdé meg. Ha g(Xi, Xz) > 0 akkor X; > Xy, a
kapacitas nagyobb, mint a hatas, tehat a rendszer stabil, ha viszont g(X;, Xz) < 0 akkor
Xz < X3, a hatas nagyobb, mint a kapacitas, tehat a rendszer sériil [6].

Konkrét példaként tekinthetjiik a kovetkezoket:

1. Az X, jelentheti példaul egy épiilet homlokzati iiveglemez tablainak rezgésallapotaban az
elviselheté maximalis kitérést, X, pedig egy robbantasos cselekmény soran keletkezd
16késhullam altal gerjesztett rezgés maximalis kitérését.

2. Az X, jelentheti egy épiilet acélbol késziilt szerkezeti elemének folyasi hatarat, az X, pedig
szintén egy robbantdsos cselekmény soran keletkezd 16késhullam altal okozott, szerkezeti
elemben ébredd fesziiltséget. Stb.

Ezeket a fizikai mennyiségeket a gyakorlatban leggyakrabban normalis eloszlassal
modelleziink. (Kés6bb megvizsgaljuk azt az esetet, ha nem normalis eloszlassal irjuk le a

fizikai mennyiségeket.) Legyen tehat az X; eloszlasa N(pl,clz)az Xy eloszlasa pedig

N (uz,czz). Ebben az esetben feltessziik, hogy a két valosziniiségi valtozo fiiggetlen, amely

feltevés az 1. és 2. példabeli valtozokra természetesen egzaktul igaz is. (A korrelalt
valoszinliségi valtozok esetét késobb targyaljuk.) Ebben az esetben az egyiittes
stiriségfliiggvény az egyes perem stirtiségfliggvények szorzata.

Térjlink ra az altalanos, 2-dimenzios linearis fliiggvény vizsgalatara. Hasznaljuk fel azt az
ismert tényt, hogy ha X; és X; normalis eloszlasu, akkor tetszdleges a; és a, konstansok esetén
az a;Xy + apX; valosziniiségi valtozo is normalis eloszlasu [7]. Melynek paraméterei, az X és
Xy valtozok paramétereire vonatkozod jeldlések felhasznalasaval: p=ay, +a,u, valamint

o’ =a’c’ +ac.. Ez azt jelenti a konkrét esetben, hogy a g(X1, Xz2) = X, — X; fiiggvénnyel
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definidlt valoszinliségi valtozé is normalis eloszlasu, paraméterei pedig: p=p,—p,,
o’ =o, +o,. Konkrét adatok alkalmazasaval szemléltetjik a mondottakat: legyen az X;
eloszlasa N(3; 1, 42) az X, eloszlasa pedig N(5; 0,72). Az a) abran lathatd az egyiittes
stiriségfliiggvény.

Ketdimenzios nomnalis eloszids sOrdségfuggvénye Keétdimenziés normais elosziés a biztonsagi hatarral

’ ST oy ISP r o1 . r 1
1. abra. Kétdimenzios normalis eloszlas slirliségfiiggvénye

Feltessziik a kérdést: Mi a g(X1, X2) < 0 esemény bekdvetkezésének valoszinlisége? A b) abra
alapjan ez szemléletesen a kovetkezd: Az X, — X; = 0 siktol ,,jobbra” es6, az X, < X3
egyenldtlenségnek eleget tevd tartomdnyon az egylittes slriliségfiiggvény alatti térrész
térfogata. Mivel normalis eloszldsrol van sz6, ennek a valdsziniiségnek a kiszamitasa
egzaktul a kovetkezo:

P(S)=P(g(X,X,)<0)= F(o)zq{o_—“j:@(—ﬂj:@ S Bl S D)

c c Jo’ +c?

ahol F jeloli az N ( u,cz)normélis eloszlas eloszlasfliggvényét, @ pedig a standard normalis
eloszlas eloszlasfiiggvényét [8]. Mint latszik a kérdésre adandd valasz, tehat a

,meghibasodas” valoszinlisége alapvetden fiigg a Eheinyadostél (amely hanyados a °
c

n
»relativ szoras” vagy mas néven ,,variacios egyiitthatd” reciproka). Alapvetd jelentdsége miatt

kiilon elnevezéssel jeloljiik meg: Megbizhatésagi indexnek nevezziik és B-val jeloljik [5,6],

[3=E. Abban az esetben, amikor az egyes valoszinliségi valtozok normalis eloszlassal
c

irhatok le és a hatardllapot fiiggvény linearis, a nemkivanatos esemény valdsziniisége

egyszeriien €s egzaktul szamithato:

P(S)=P(g(X, X,)<0)=0(-p)=1-(B) (3.2)

Azonnal altalanositjuk az eredményt arra az esetre, amikor a hataréallapot fliggvény linedris,
azaz g(Xi, X2) = a1X; + axX; alaka. Ebben az esetben a valdszinliséget pontosan ugyanaz a
formula szolgaltatja csak a p és o paraméterek konkrét eldallitdsa mas:

! Az 4brakat a szerz6 készitette MATLAB szoftver segitségével.
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P(S)=P(9(X, X,)<0)= F(O)—d)(—g]—(b(—ﬁ)—d{—%] (3.3)

A B megbizhatosagi indexnek igen szemléletes a jelentése. Az aldbbiakban ezt mutatjuk meg.
Standardizaljuk az X; és X, normalis eloszlasu valoszinliségi valtozokat. Jelolje rendre Z;
¢és Z, a standardizalt valtozokat:

X, - X, —
Z — 1 “‘l;zzz 2 MZ’ (34)

1
(&) (&)

1 2
Ha ezeket atrendezziik az eredetileg definialt valtozokra a kovetkez6 adodik:
Xl :Glzl+l"l‘l; XZ :GZZZ +l"l‘2 (35)

frjuk most fel a g fiiggvényt a standardizalt valtozokkal. Jelolje ezt a fiiggvényt g’. A
bevezetoben emlitett konkrét példa esetében ekkor azt kapjuk, hogy

g'(Zl,Zz):GZZZ—0121+(;,L2—},ll), (3.6)

az altalanos linearis fliggvény esetében pedig:
9'(Z,.2,)=2a,(0,Z,+1,)+a,(c,Z,+p,) =a0,Z, +8,6,Z, +(apn, +a,u, ). (3.7)
Amelyek (természetesen) mindkét standardizalt valtozoban ugyancsak linearis fliggvények.

Iranyitsuk most figyelmiinket a g’ fiiggvény g’(Z) = 0 szintvonalara. A linearitas miatt ez a
szintvonal egy egyenes. Tegylik szemléletessé a problémat egy abraval. Ehhez vegyiik alapul

az abran mar alkalmazott N (3; 1, 42) illetve N (5; 0, 72)n0rrnélis eloszlasokat.

Linearis hatarallapot fuggvény

BIZTONSAGI TARTOMANY

BIZTONSAGI HATAR

“MEGHIBASODASI" TARTOMANY

1 0 1 2 3 4 5
X1

a)

BIZTONSAG

22
o

biztonségi hatar

“MEGHIBASODAS"

4 3 2 A

0 1 2 3 4
Z1

b)

2. abra. Linearis hatarallapot fliggvény kétdimenzids normalis eloszlas esetén
a) az eredeti; b) a standardizalt koordinatarendszerben.?

2 Az 4brakat a szerz6 készitette MATLAB szoftver segitségével.
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Vilagos, hogy a 2. dbran az 1. abra kétdimenzids eloszldsanak szintvonalas abrazolasa lathato.
Tizzik ki most a kovetkezd feladatot: Hatirozzuk meg a o,Z,—0,Z,+(p, —p,)=0

egyenletl egyenesnek az origdtol mért tavolsagat. Pont és egyenes tavolsdga azonnal adodik,
ha az egyenes normalegyenletébe — vagyis az egységnyi hossziisagi normalvektorral adott
egyenletébe — behelyettesitjiik az adott pont koordinatait. Mivel ennek az egyenesnek a

normalvektora Nn(-c,,c,), a normalvektor hossza |n| = /o’ +0. . Ebbdl kovetkezden a
biztonsagi hatart jelentd egyenes normalegyenlete

GZZZ B Glzl + (Hz B “1)

2 2
\jcl +0;

=0 (3.8)

Ha ebbe helyettesitjiik az origd (Z,;Z, ) =(0;0)koordinatait, azt kapjuk, hogy annak tavolsaga
az egyenestol:

d(orig6, egyenes) -l g (3.9)

[ 2 2
Gl+(72

Azt kaptuk, hogy ez a tavolsag éppen a B megbizhatosagi index. Arra jutottunk tehat, hogy a
B megbizhatosdgi index szemléletes tartalma a kovetkezd: a standardizalt koordinata-
rendszerben az origd és a biztonsagi hatair — amely ebben az esetben egyenes — kozotti
minimalis tavolsag.

Az altalanosabb linedris esetet alapul véve a normalegyenlet, és a megbizhatosagi index
rendre a kovetkezo:

a16121 + azczzz + (al!"l‘l + az“z )

_an +al, (3.10)
J&c; +ac]

2 2 2 2
V&, +a,0,

=0; B=( min d(origé, egyenes) =

Z),Z;,)cegyenes

A vizsgalt konkrét példaban:

B: Hz_ul — 5_3
Joi+ol JL4+0,7

=1,2778 (3.11)

Ami azt jelenti, hogy az adott esetben a ,,meghibasodas”, tehat a nemkivanatos esemény
bekovetkezésének valdszinlisége:

P(S)=P(g(x,X,)<0)=®(-p)=D(-1,2778)=1-®(1,2778)=0,1007  (3.12)

Téajékoztatasul az alabbi tdblazat tartalmazza a B index és a megfeleld valosziniiség értékét
néhany esetben:

B 0,5 1 1,5 2 2,5 3 4 5 6
P |0,3085 | 0,1587 | 0,0668 | 0,0228 | 0,0062 | 0,0013 | 3160 | 2,86:10" | 9,86-10™°
1. tablazat: A megbizhatdosagi index és a valdsziniiség kapcsolata

A szemlélet alapjan adodo kovetkeztetést azonnal levonhatjuk: Minél kdzelebb helyezkedik el
a biztonsagi hatdr egyenese az origobhoz a standardizalt koordinata rendszerben, annal
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nagyobb a nemkivanatos esemény bekovetkezésének a valdsziniisége, a tavolsag
novekedésével azonban ez drasztikusan csokken. Itt utalhatunk a mérndki tervezés
folyamatdban arra a pontra, hogy olyan fizikai jellemzdkkel kell egy épiiletet/épitményt
létrehozni, hogy a B értéke a lehetdségek szerint minél nagyobb legyen, ugyanis minél
nagyobb a B értéke az épiilet/épitmény annal biztonsagosabb.

Kétdimenzios linedris hatarallapot fiiggvény esetén a fenti médon kiszamithatéd a kockazat
valdszinlisége, de természetes mddon felmertiil az a kérdés is, hogy az X; és X, valdszintiségi
valtozok mely értéke esetén valosul meg ez a helyzet. A transzformalt Z; és Z, véltozokra
leforditva a kérdés az, hogy az egyenes mely pontja van a legkdzelebb az origbhoz. Adjuk
meg ezen pont koordinatdit. Ha ez mar a keziinkben van a (3.5) alapjan konnyen
visszatérhetiink az eredeti valoszinliségi valtozokra. A keresett pontnak kitlintetett szerepe van
a kockazatelemzés szempontjabol, ugyanis ez a ,,legvalosziniibb meghibasodas” helye, ezért a
tervezésnél kiilon tekintettel kell lenni erre a pontra. A neve ,.tervezési pont” [5,6].

A tervezési pont meghatarozhat6 feltételes szélsdérték problémaként Lagrange modszerrel,
azonban nem ezt alkalmazzuk, két ok miatt. Az egyik ok, hogy az altalanos esetben, amikor a
hataréllapot fiiggvény nem linearis, a modszer analitikusan altaldban nem kivitelezhetd,
helyette iteracios algoritmust alkalmazhatunk, tehat numerikus szamitégépes programot, ezt
az alabbiakban bemutatjuk. A masik ok pedig az, hogy két dimenzidban a tervezési pont a
szemlélet alapjan, egyszert elemi geometriai médszerekkel adodik.

A (Z1; Zy) koordinatarendszerben az egyenes origohoz legkozelebbi pontja tigy adodik,
hogy a (3.7) egyenest elmetssziik az origoéra illeszkedd ¢€s (3.7)-re merGleges egyenessel.
Ennek a merdlegesen metszd egyenesnek az egyenlete példaul a kovetkezo:

a,0,Z,—ac,Z,=0. (3.13)
A (3.7)-b6l adodo g’(Z) = 0 és a (3.13) egyenletekbdl allo rendszer megoldasa pedig:

_ao(aptan,) o a0, (& tam,)

2 2 2 '
a0, +4,0,

Z = 2 2
alcl + a'ZGZ

1

(3.14)

Ha innen (3.5) alapjan attériink az Xj és X, valoszinliségi valtozokra, akkor kapjuk a tervezési
pont koordinatait, vagyis az X; €s X, valoszinliségi valtozok azon Osszetartozo értékparjat,
amely esetén a legnagyobb a nemkivanatos esemény bekovetkezésének valdszinlisége:

, (ap, +a,u,)

z(aiuﬁazuz)w. X —-ac
v * ac’+a,c.

X,=-ac +
TR a,0: +a,0.

W, (3.15)

Abban a legegyszeriibb és ezért a gyakorlat szamara is legfontosabb esetben amikor a
hatarallapot fiiggvény a g(Xi, X2) = Xz — X; definicioval van adva, a (3.14) megoldasoknak
megfeleld standardizalt koordinatak a kdvetkezok:

:Gl(HZ_Hl). 7 :Gz(ul_uz)
o’ +or o’ +cr

y (3.16)

1

Innen pedig a (3.5) transzformacios formuldk adjak a tervezési pont koordinatait:
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X, =c’ —(Hj_“;)+pl; X, =0’ —(Hl_“2)+uz. (3.17)

c.+0) o’ +o.
A (3.17) képletekbe torténd helyettesitéssel kapjuk a 2. abran szemléltetett konkrét példaban a
tervezeési pontot:

x1:1,42(f’;3)2+3:4,6; xzzo,72%+5:4,a. (3.18)
14 +0,7 14 +0,7

4. TOBBDIMENZIOS, LINEARIS HATARALLAPOT FUGGVENY

Vizsgaljuk most, ugyancsak normadlis hatareloszlasok esetén, a legaltaldnosabb alaku
linedris fiiggvény esetét. Tegylik fel, hogy az Xi, Xo, ..., X, valosziniiségi valtozok normalis
eloszlasuak, a hatarallapot fiiggvény pedig a kovetkez6:

g( X, X,,..X,)=a,+> aX, (4.1)
i=1
Mivel az X; (i = 1, 2, ..., n) valosziniiségi valtozok normalis eloszlasuak és a g linearis

fiiggvény, a beldliik képezett g(X,, X,,...X,) valésziniiségi valtozo is normalis eloszlasu. Ha
alkalmazzuk az E(X,)=p, és D*(X,)=07(i =1, 2, ..., n) jeloléseket, ennek varhaté értéke

az alabbi formulaval szamithato:

n=E(g(X, X,...X,))=a,+> an, (4.2)
i=1
A sz6rés attol fiigg, hogy az X; valoszinliségi valtozok korrelaltak-e.
a) Ha az X; (i = 1, 2, ..., n) valoszinliségi valtozok paronként korrelalatlanok, akkor a

szorasnégyzetet az alabbi Osszefliggéssel szdmithatjuk:

o =D*(g(X, X,.--X,)) =D a’c’ (4.3)
i=1
b) Ha viszont az X; (i = 1, 2, ..., n) valdszinliségi valtozok nem fiiggetlenck, akkor a

szorasnégyzet (4.3) helyett a kovetkez0, altalanosabb Gsszefiiggéssel van adva [8]:

o’ = Zn:a‘izci2 + z p;8,8,0,0; (4.4)

=]

ahol p, az X; és X; valoszintiségi véltozok korrelacios egyiitthatdja, azaz
P05, =Cov( X, X, );i# ] (4.5)

A, meghibisodasi tartomdny”-t ebben az altalanosabb esetben is a g(Xl,...Xn)<0

egyenlOtlenséggel definidljuk. Ha F jeloli a g valoszinliségi valtozd egyiittes
eloszlasfiiggvényét, akkor a ,,nemkivanatos esemény” bekovetkezésének a valdsziniisége, és
egyben a (3.3) Osszefliggés altalanositasa a kovetkezo:

P(S)=P(9(X, X,,..X,)<0)= F(o):cp(—ﬂj:cp(—ﬁ) (4.6)

(¢
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A kiilonbség annyi, hogy ebben az altaldnosabb esetben a p és o paramétereket a (4.3) és (4.4)
illetve (4.5) formulak szolgaltatjak. A ,,nemkivanatos esemény” valdszinlisége tehat

a,+2.aH
P($)=0| ———=— (@.7)
[Sao
A linearis biztonsagi hatar most a
0(Xy, X, X, ) =8 + Y8 X, =0 (4.8)

lineédris egyenlettel adott hipersik. Az n-dimenzidés Euklideszi-terekben definialt tdvolsag-
fogalom szerint a B megbizhatosagi index a (3.8) és (3.9) kétdimenzids Osszefiiggések
n-dimenziés altalanositasa alapjan, ugyancsak (4.8) hipersik standardizalt koordinata-
rendszerbeli transzformaltjanak és az origonak a legkisebb tavolsaga.

Hatra van még a tervezési pont meghatarozasa. Ebben a pontban is elkeriiljiik a Lagrange-
féle szélséérték probléma analitikus megoldasat. Ehelyett olyan eljarast valasztunk, amely
alkalmazhatd — iterativ kdrnyezetben — a nemlinedris esetben is. Hasznaljuk fel a gradiens
vektor szemléletes jelentését, amely szerint a gradiens a szintfelilletre merdlegesen a
fliggvény legintenzivebb novekedésének iranyaba mutat. A (4.8) hipersikot transzformaljuk a
(3.3) és (3.4) formulakkal a standard koordinatarendszerbe, igy kapjuk a g’ fliggvényt:

0'(2,2,-2,)=8,+ 28, (5,Z,+1,) =0 (4.9)

A (4.9) hipersik g’ fiiggvény egy szintfeliillete. A g’ gradiense, a Vg’ vektor erre a sikra
merdlegesen az értelmezés szerint a biztonsdgi tartomanyba mutat. Eszerint a gradiens
ellentettje mutat a ,,meghibasodasi tartomany”-ba. Az origobol felmérjilkk a —Vg’ vektor
t-szeresét gy, hogy a vektor végpontja illeszkedjen a hipersikra. Ez a hipersikbeli pont a
keresett tervezési pont. (4.9) alapjan a gradiens ellentettje a

-vg9'(2,,2,,..2,)=(-a0,,..,-a,0,) (4.10)

vektor. Ha ennek t-szeresét helyettesitjiik (4.9)-be
a,— Y. a’cit+Y apu =0 (4.11)
i=1 i=1

megkapjuk azt a t paraméter értéket, amellyel szorozva a negativ gradienst, éppen a tervezési
pontot kapjuk:

n
a‘O + Z a'il’ti
i=1

S
i=1

Innen a tervezési pont koordinatai a standard koordinatarendszerben a kovetkezok:

t (4.12)
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a,+>an,
Z = '—1(—aici); i=123..,N. (4.13)

| Y a’ct
i=1

Végiil pedig (3.4) alapjan megkapjuk a tervezési pont koordinatait az eredeti valoszintiségi
valtozokra vonatkoztatva:

ao+Zau.
X, =—"2—(-ao})+u,; i=123,. (4.14)

Zazcz
A szamitasok menetének megv11ag1tasat szolgalja — természetese csak 2 dimenzidban —
a 3. abra.

A 22

Biztonsagi hatar: 9'(Z)=0
gI(Z)>O F]+Yn12(rv7 Lt l=n

Biztonsagi tartomany

v

9'(2)<0 2

,»Meghibasodasi” tartomany

/ -vg'(2,.Z,,..2,)=(-a0,,...—a,0,)

3. abra. Tobbdimenzios linearis hatarallapot fliggvény esetén a tervezési pont meghatarozasa
negativ gradiens segitségével

A tervezési
pont standard ~ - -~~~ "1
transzformaltja

5. NEMLINEARIS HATARALLAPOT FUGGVENY

Ebben a pontban megvizsgaljuk a legéltalanosabb, nemlinearis esetben a megbizhatosagi
index ¢és ezzel a kockazat kiszamitasanak, illetve pontosabban a becslésének a modjat. Legyen
tehat a ¢ (Xl,...Xn) hatarallapot fliggvény teljesen altalanos alaku, ne éljiink semmiféle
megszoritod feltevéssel. Ekkor altalaban egzakt modon nem hatarozhaté meg a 3 index, csak
kozelitdleg szamithatjuk. A kozelitésre két lehetdséget mutatunk be.

1. lehetéség: Kozelités Taylor-sorral. Természetes modon merdil fel a lehetéség, hogy a
fliggvényt fejtsiik hatvanysorba egy alkalmas pont, legnyilvanvalobban a varhat6 érték kortil,
majd tartsuk meg a sor linearis részét. A masodrendii Taylor-polinom a kdvetkezo:

n

ax(‘ ) 25450

9(X) = g(py My un)+2 ( —p)(X; =)+ (5.1

% Az 4brat a szerzd készitette
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Ha itt kozelitésképpen megtartjuk a sor legfeljebb elsérendi tagjait €s bevezetjiik az

a,=0(,Hyp,) € a :(;379; (i=1,23...,n) jeldléseket, akkor valtoztatas nélkiil, betfi

szerint alkalmazhatjuk a 4. pontban mondottakat. Hangsulyozzuk azonban, hogy csak kozelitd
jellegli megoldast kapunk. Innen nyilvanvald, hogy az elsérendl kozelités esetén a varhatd
érték kozelithetd a

=9k, ) (5.2)
formulaval. A szorasnégyzet pedig — a hibaterjedés torvényei szerint [9] —, attol fiigg hogy az
Xi (i =1, 2, ..., n) valészinliségi valtozok paronként fliggetlenek vagy pedig nem. Ha
paronként fliggetlenek, akkor a szorasnégyzetet a

2
n ag
cirY|—>|c 5.3
52 3

képlet, ha viszont nem fiiggetlenek, akkor a

o ~Zl;§)? 9 Cov(x,,x ) (5.4)

Osszefliggés szolgaltatja [7,8]. Innen a megbizhatdsagi index és a kockazat becsiilt értéke (4.6)
¢és (4.7) alapjan, a tervezési pont kozelitd helyzete pedig (4.14) alapjan adodik.

2. lehetoség: Iterdcio alkalmazasa. Az 1. lehetdséghez képest lényegesen pontosabb
megoldas adddik, ha az (5.1-4) formulék helyett numerikus méddon, iteracioval szamitjuk a 3
értékét és ezzel parhuzamosan a tervezési pont koordinatait. Az iteracio voltaképpen egy —
mar tobbszor emlitett, de analitikusan meg nem oldott — feltételes szélséérték probléma
megoldasat szolgaltatja. A szélsdértek feladat a kovetkezo:

= rzl‘wgln fZZZ (5.5)

Az iteracid azonban nem a Lagrange modszert koveti végig, hanem a 4. pontban bemutatott
»hegativ gradiens mddszer” altalanositidsa a nemlinedris esetre. Ehhez bevezetésként arra kell
hivatkoznunk, hogy a negativ gradiens iranyaba mutatd, egységnyi hosszusdgu vektor
komponensei a kovetkez6 mddon adhatd meg:

g’

o= %% (i=123..n) (5.6)

2
il
i\ OZ,
(Az ,e” jeloléssel arra utaltunk, hogy egységnyi hosszisadgu vektorrol van szd.) Az iteracio
ezek utan példaul a kovetkezd 1épésekbdl allhat:
1. 1épés: Valasztunk egy pontot a feliileten, amelyet ugy tekintiink mint egy e egységvektor

B-szorosa. A kapott B a megbizhatosagi index kezddértéke, az e pedig a negativ gradiens
kezddértéke.
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2. 1épés: Ebbdl az e vektorbdl és B index-bél kiindulva kiszamitjuk a Z% derivaltakat a e

helyen, majd (5.6) alapjan megadjuk az e egységvektor egy tjabb kozelitését:
a9’
e
oz (P¢)

i@;‘(ﬁe)]z

; (i=1,2,3,...,n) (5.7)

3. 1épés: Az e egységvektor frissitett értékébdl kiindulva megoldjuk a
g9'(Pe,.Be,...pe,)=0 (5.8)

egyenletet B-ra, ami a megbizhatdsagi index egy jobb kozelitése, majd ismét alkalmazzuk az
1. 1épést és igy tovabb. Hangstlyozzuk, hogy az (5.8) egyenlet egyben a tervezési pont
transzformaltjat is szolgaltatja, arrdl (3.5) alapjadn térhetiink 4t az eredeti valosziniliségi
valtozokra.

4. lépés: A vizsgalt probléma megkoveteli a [ index adott pontossaggal torténd
meghatarozasat. Ezt figyelembe vehetjiilk megallasi kritériumként. Eldirhatjuk, hogy az

algoritmusnak akkor van vége, ha példaul |*” —p%|<¢, ahol ¢ adott hibakorlat. A felsé

index az iterdcid sorszamat jeloli.
A mondottak illusztralasara tekintsilk a kovetkezd példat. Legyen az X; valdszinliségi
valtozora vonatkozolag a két jellemzd adat (“1;61):(10; 5), az X, valtozo jellemzdi pedig

legyenek (p,;0,)=(20;6), a hatarallapot fiiggvényt pedig definidljuk a nemlinedris
g(X1; Xo) = Xo? — X fiiggvénnyel. Ha attériink a standard eloszlasra, akkor az adédik, hogy

9'(2,,Z,)=(20Z, +6)" —(10Z, +5) = 400Z? +240Z, +36-10Z, -5 (5.9)

1172
A gradiens vektorhoz sziikség van a parcialis derivaltakra:

a°
oz

=-10; % =800Z, + 240. (5.10)

1 2

Ezeket a derivaltakat (5.7) szerint szamolni kell a e helyen:

9 (ge)=—10: 99 (ge)=
oz (Be)=-10; oz, (Be) =800pBe, + 240. (5.11)

A kapott gradiens vektor hossza a kovetkez6 formulaval szamithato:

|Vg'| = /100 +(800Be, +240) . (5.12)

Az e egységvektor koordinatait ezek utan az alabbi hanyadosok szolgéltatjak:
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10 o 800Be, +240

e = ;e =— : (5.13)
* 100+(800Be, +240)  © ,[100-+(800Be, +240)

Felhivjuk a figyelmet az eldjelvaltasra, ugyanis emlékeztetiink ra, hogy negativ gradiensre
van sziikség! A tervezési pontnak rajta kell lennie a feliileten, ezt biztositja az (5.8) egyenlet
megfeleldje:

g'(Be,.Be, ) = 400p%? + 240pe, + 36 —10Be, ~5=0 (5.14)

Innen kifejezve B-t kapjuk a megbizhatosagi index egy Gjabb kozelitését:

=31

P = 200pet + 2406, 106,

(5.15)

Az iteracidhoz kezddértékeket példaul az (5.14) egyenletbdl kaphatunk. Legyen példaként

5

adja B kezddértékét.

. Ha ezt helyettesitjiik, B-ra vonatkozolag egy egyszerii masodfoku egyenlet

6. KORRELALT VALOSZINUSEGI VALTOZOK

A gyakorlatban el6fordul, hogy korrelalt valdszinliségi valtozokkal kell dolgozni a
kockézatbecslés soran. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ez az eset visszavezethetd a
korrelalatlan, standard normalis eloszlasokkal torténé szamitasokra. Az eddigiekben is az
tortént, hogy az X; normalis eloszlasu valtozokrol attértiink a Z; standard eloszlasokra. Ha a
valtozok korrelaltak, akkor még egy Iépést tesziink, beiktatunk egy olyan lineéris
transzformaciot is, amely a korrelalt valtozokat korrelalatlanokkd teszi. Induljunk ki az X
vektorvaltozo kovariancia matrixabol [10]:

o Cov(X,;X,) ... Cov(X;X,)
c. - Cov(X,;X,) o .. Cov(X,;X,) 6.1)
Cov(X,;X,) Cov(X,;X,) . o’

ahol az értelmezés szerint C, = E(X-X"), E jeléli a vérhaté értéket, X' pedig az X vektor

rrrrrr

akkor a valdszinliségi valtozok paronként korreldlatlanok. Ha a kovariancidk helyett a
korreléacids egyiitthatokat irjuk egy matrixba, akkor kapjuk a korreldcios egyiitthatdé matrixot:

1 p12 pln
1 ..
px — p21 pZn (6.2)
pnl pnz v 1



A standardizalds soran, amikor a (3.4) Osszefiiggések szerint attériink a standard normalis
eloszlasu Z; (1 = 1, 2, ... n) valtozdkra, a vérhatd érték zérus, a szoras egységnyi lesz.
Tekintettel arra, hogy p, -c,-c, =Cov(X;, X,), vilagos, hogy a Z vektorvéltoz6 kovariancia
matrixa egybeesik az X vektorvaltozo6 korrelacios matrixaval: C, =p, .

Vizsgaljuk most a C, szimmetrikus matrixot. A numerikus linearis algebra egyik alaptétele
a Cholesky-felbontas lehetésége [10], amely szerint C, felbonthaté egy alsé és egy felsé
haromszogmatrix szorzatara, amely matrixok egymas transzponaltjai: C, =L-L". Cél egy

olyan U vektorvaltozo elballitasa, amelynek komponensei paronként fliggetlenek. Igazoljuk,
hogy a Z = LU szorzat alapjan definialt U vektor ennek a kritériumnak eleget tehet az
alabbiak szerint. A kovariancia definicioja szerint ugyanis

C,=E(Z-Z")=E(LUU'L")=L-E(UU")-L' =LL" =p, (6.3)

Az E(UUT) varhaté érték, azaz kovariancia matrix a kovetelmények miatt egységmatrix.

Ebbdl kovetkezden latszik, hogy L akkor felel meg transzformacidés matrixnak, ha teljesiil,
hogy LL =p,. Ez viszont egy konnyen megoldhatd rendszer a L komponenseire

vonatkozolag, ugyanis mint mar hangstlyoztuk, L alsé haromszogmatrix. frjuk fel a kérdéses
szorzatot matrix alakban:

Lll 0 O Lll L21 Lnl 1 p12 pln
L21 L22 O . 0 L22 an — le 1 pZn (64)
Lnl LnZ Lnn 0 O O Lnn pnl an "t 1

Innen mar jol lathatoan felirhato a sziikséges szamu egyenlet az L matrix kérdéses n(n + 1)/2
szamu ismeretlen komponensére:

Lu ’ L11 =1
Lu ’ L21 = Pz (65)
L,-L,+L =1 ..sth

Tekintsiik példaképpen az 5. pontban szerepld X; és X, valdszinliségi valtozokat az 5.

ponthoz képest azzal a kiilonbséggel, hogy feltessziik: X; ¢és X, korrelalt. Tegyiik fel az
illusztracioé érdekében, hogy a korrelacios egyiitthatd matrixuk a kdvetkezo:

1 04
px={0’4 1} (6.6)

Ezt alapul véve kell kiszamitanunk az L matrixot az LL' = p, matrixegyenlet, illetve a (6.5)
egyenletek alapjan. A konkrét esetben:
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L11 ) L11 =1
L,-L, =04 (6.7)
L,-L,+L, =1 ..sth

Ennek a rendszernek a megoldasa, tehat az L matrix a kovetkezo:

10
L{OA 0,92} (6.8)

A Z = LU szorzat alapjan innen mar adédnak a Z ¢s U komponensei kozotti kapcsolatok:
VA 1 0 U
1 — . 1 (6.9)
Z, 0,4 0,92]|U,

z,=U,; Z,=0,4U,+0,92U,. (6.10)

Koordinatanként irva:

Ha (3.4) szerint visszatériink az X vektorvaltozora, akkor megkaptuk ezen vektorvaltozé
komponenseinek eldallitasat paronként korreldlatlan, standard normalis eloszlasu
valoszintiségi valtozokkal:

X, =cU, +p, =5U, +10;

(6.11)
X, =0,(0,4U, +0,92U,)+p, = 2,4U, +5,52U, + 20.

7. NORMALISTOL ELTERO VALOSZINUSEGI VALTOZOK
KOZELITESE NORMALIS ELOSZLASSAL

Az el6z6 6 pontban hangstlyozottan normalis eloszlasu valdszinliségi valtozokkal
dolgoztunk. Ez a kozelités az esetek tlilnyomo tobbségében jol alkalmazhato, hiszen a legtobb
esetben csak kozelitd eredményt kaphatunk mind a valdszinliségre mind pedig a kockazat
értékére. Ha azonban olyan helyzet all el6, hogy elkeriilhetetlen a normalistol eltérd
eloszlassal valo kozelités, akkor a kovetkezot kell meggondolnunk. A korabbiakban vizsgalt
tervezési pont viszonylag tavol kell, hogy legyen a vektorvaltozd varhato értékét megadd
ponttél. Ha ugyanis kozel van, az azt jelenti, hogy egyszerlien rosszul tervezték az
épiiletet/€pitményt. Ha példaul a hatarfiiggvény linearis és az eloszlas szimmetrikus a varhato
értékre, €s a hatarfliggvény illeszkedik a varhat6 érték altal kijelolt pontra, akkor a kockéazat
értéke pontosan 0,5. Ilyen kockézattal nem szabad épililetet/épitményt tervezni. Ebbdl
kovetkezik, hogy barmilyen eloszlasrol is van szd, a varhat6 értéktdl tavoli tartomanyon
sziikséges az eloszlast tanulmanyozni. Itt pedig megtehetjiik, hogy kozelitiink egy alkalmas
normalis eloszlassal.

Tegylik fel, hogy X4 a tervezési pont helyét megadd vektor. Jelolje tovabba i’ és o’ a
kozelitd normalis eloszlasok varhatd értékét és szorasat, tovabba F; jelolje az aktudlisan
alkalmazott eloszlas eloszlasfiiggvényét, fi pedig a stiriségfiiggvényt. Ha a tervezési pont
kornyezetében kozeliteni szeretnénk normalis eloszlassal, akkor teljesiilniiik kell az eloszlés
¢s stirliségfiiggvényre vonatkozoélag a kovetkezd Osszefiiggéseknek:
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E(xdi)zq{xd;,“i'] (7.1)

O.

f (Xdi)=icp[L.“i'j (7.2)

O.

Tekintettel arra, hogy @ invertalhaté fliggvény, ez az egyenletrendszer megoldhaté az
ismeretlen varhat6 értékekre és szorasokra:

o(®* (R (X))
") )

=X, —c @ (F(X,)) (7.4)

A (7.3) és (7.4) formulakkal mechanikusan adodik a kozelitd normalis eloszlas két paramétere
minden i indexre. Ha ezeket alkalmazzuk, nem normalis eloszlasok esetén is alkalmazhatdak
az 1-6 pontokban leirt kozelitd modszerek a kockazat becslésére.

A mondottak illusztralasaképpen alljon itt egy szemléletes egydimenzids példa. Tegyiik
fel, hogy egy valoszinliségi valtozot Gamma eloszldssal irunk le melynek paraméterei o = 2,
B = 1. Tegylik fel tovabbd, hogy a tervezési pont helykoordinataja Xy = 5. Kozelitsiik ezen
pont kdrnyezetében a Gamma eloszlast normalis eloszlassal. A (7.3) és (7.4) Osszefliggések
szerint a kozelitd normalis eloszlas paraméterei: p = 0,49; ¢ = 2,58. Az N(0,49; 2,58) és
G(2; 1) eloszlasok stirliségfliggvényét a 4. dbran szemléltetjiik.

Gamma eloszlas kozelitése normalis eloszlassal

0,4 1
0,35 -
0,3 -
0,25 -
—— Gamma eloszlas
0,2
\ —— Normédlis eloszlas
015 17—
\\
0,1
0,05 -
0 S
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

, I o ror 11 / o) . 7 4
4. dbra: Gamma eloszlas kozelitése normalis eloszlassal a tervezési pont kornyezetében

Az ébra aldtamasztja azt a tényt, hogy az adott esetben a kozelités igen jO abban a
tartomanyban ahol helyettesiteni szeretnénk az eredeti Gamma eloszlast normalis eloszléssal,
vagyis az X4 = 5 pont kdrnyezetében, s6t minden X > 5 esetén is.

* Az 4brat a szerzd készitette EXCEL tablazatkezelSvel
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8. OSSZEFOGLALAS

A kockazatelemzés egyik legnagyobb kihivast jelentd feladata a megfeleld esemény
bekovetkezési valdszinliségének kiszamitasa. A ,kiszdmitas”-r6l azonban gyakran le kell
mondanunk, hiszen a gyakorlatban eldallo probléméak kapcsan az analitikus modszerek
altalaban cs6d6t mondanak. A megbizhatdsagi index alkalmazasa éppen ennek a problémanak
a megoldasara kivaloan alkalmas. Az eljards normalis eloszlasok ¢és linearis hatarallapot
fliggvények esetén egzaktul szolgéltatja a valdszinliséget igy a kockazatot. Ha a hatarallapot
fliggvény nem linearis akkor is jo kozelitd modszer egyszeriisége €s szemléletessége miatt.
Nemlinearis esetben kiilonds tekintettel ajanljuk az iterativ modszert az index kiszdmitasara,
amely algoritmus egy szamitogép alkalmazasa esetén altaldban a masodperc tort része alatt
eredményt ad. Kiilon elénye ennek, hogy az algoritmus egyben a tervezési pontot is
szolgéltatja. A tervezési pont, ahogyan a neve is mutatja a tervezok, mérnokok szamdara
hasznos informacid. Tervezés soran cél kell legyen, hogy a hatarallapot fiiggvény és a
tervezési pont tavol kell legyen a varhato értéket jelentd ponttodl. Hasznos a mddszer akkor is
ha korrelalt valdszinliségi valtozokkal kell dolgoznunk ¢és alkalmas az eljards a normalis
eloszlassal vald kozelités adaptalasara is. Az alkalmazas a céltol fiigg, a pontossag igényétol.
A bemutatott eljarast akkor is hasznosnak tartjuk és javasoljuk a hasznalatat, ha pontosabb
modszerre van igény, ez esetben nulladik megoldasnak, esetleg egy pontosabb mddszerhez
kezddértéknek, viszonyitasi alapnak alkalmazhatjuk.

TAMOP-4.2.1.B-11/2/KMR-2011-0001 Kritikus infrastruktira védelmi kutatasok. A projekt
az Eurdpai Unio6 tamogatasaval, az Europai Szocidlis Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg.

The project was realised through the assistance of the European Union, with the co-financing
of the European Social Fund.
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