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BAYES-ANALIZIS ALKALMAZASA A
KOCKAZATELEMZESBEN

Absztrakt: A rendelkezésre allo adatok szerint a terrovizmus aktivitasa naprol-napra novekszik, kiilonésen az
utobbi 15 évben. A terrorizmus globalis problémdva valt. A modern terrorizmus azonban jellegében eltér a
multbeélitdl. Napjainkban a terroristaknak lehetdsége van az innovativ technologidak alkalmazasara. Ez merében
uj kihivast jelent a védekezés szempontjabol a szakemberek szamdra. A kockazatelemzés elmélete és modszerei
alkalmazhatok arra, hogy segitségiikkel becslést adjunk a terrorcselekmények bekovetkezésére és a
kovetkezményekre vonatkozolag. A kockdzat becslésére matematikai modszerek alkalmazhatoak, ezen beliil is
széleskoriien alkalmazott a valoszintiségelméleti megkozelites. A legalkalmasabb elméleti hattérnek BayeS-féle
kovetkeztetések elmélete mutatkozik. Ebben a dolgozatban a Bayes-tételt és alkalmazasanak lehetéségeit
mutatjuk be a terrorizmus fenyegetettségevel kapcsolatosan.

Kulcsszavak: Bayes-tétel, a priori - a posteriori valosziniiség —eloszldsok, paraméterbecsiés,
valosziniiségeloszlasok frissitése, maximum a posteriori becslés.

Abstract: According to data, terrorist activity tends to grow steadily, especially during the past 15 years.
Terrorism became a global problem. Modern terrorism differs from the terrorism of the past. Nowadays
terrorists have the opportunity to use innovative technologies. According to defence and protection this is an
entirely new challenge for experts. The theory of risk and methods of risk analysis can be applied to assess the
risk of terrorist activity and consequences. Mathematical methods, especially the probabilistic approach are
widely applied for expressing the risk. The theory of Bayesian inference seems to be extremely suitable
framework for this purpose. In this work Bayes-theory and its applications will be demonstrated in the context of
terrorist’s threat.

Keywords: Bayes-theorem, prior - posterior probability distributions, parameter estimation, updating, maximum
posterior estimation.

BEVEZETES

A terrorizmussal foglakozo kutatéi korokben altalanosan elfogadott definicid szerint a
kockézatot — barmilyen konkrét eseményre alkalmazzuk is — harom tényez6 hatdrozza meg: a
,fenyegetettség”, a ,,sebezhetdség” és a lehetséges ,,kovetkezmények” [1]. Ezek koziil az els6
két faktor foghaté meg a valdszinliségelmélet eszkdzeivel, a harmadik tényezd elsésorban
gazdasagi jellegli szamitasokat igényel. Matematikai alakban kifejezve a kockéazat ezek
alapjan a kovetkez6 modon adhatd meg:

Kockazat=P(A)-P(S|A)-C 1)
ahol az A esemény jelenti egy esetleges nemkivanatos cselekmény, egy ,.terrorista akcio”
bekovetkezését (egy adott tipusti fegyver alkalmazasat, a célba juttatdis modjat, a cél
kivalasztasat, stb.), P(A) ennek az eseménynek a valdszinlisége. Az S jelenti az elkdvetdk
szempontjabol értékelt ,,siker” bekovetkezését, az A esemény, mint feltétel bekovetkezése

. P(S|A o ’ . .

esetén, a ( | ) ,»likelihood” valoszinliség pedig ennek a feltételes valoszinliségnek az
értéke. A C pedig jelenti a sikeres esemény kovetkezményét (okozott anyagi kar, sériiltek
szama, halalesetek szama, direkt vagy indirekt gazdasagi hatdsok, pszicholdgiai karok, stb.)
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akar anyagiakban, akar valamilyen egyéb, az esemény természetének megfelelé mérészammal
kifejezve.

A valoszintiségelmélet hataskorébe az elsd két, kiilon-kiilon nem kis kihivast jelentd tényezd
becslése, kiszamitasa tartozik. A  témakorrel  foglalkozdé  kutatdoi  korokben,
kormanyhivatalokban, hirszerz0 hivataloknal egyre nagyobb teret nyer a matematika
alkalmazasa, egyre elfogadottabb a terrorizmus fenyegetéseit valoszinliségi eszkozokkel
modellezni.

A problémakor meglehetdsen Osszetett, azonban a matematikai modellezésre kivalo keretet
szolgaltat a Bayes-féle valosziniiségelmélet [2], amely kiilondsen alkalmas a leirasra tobb
okbol is. Egyrészt lehetdséget teremt a kiilonb6zd forrasokbol és kiilonb6zd szempontok
alapjan 6sszegyljtott adatok figyelembe vételére. Lehetévé teszi a problémakor leirasat akkor
is, ha viszonylag csekély mennyiségii adat all rendelkezésre, alternativakat szolgaltat a
dontéshozok szamara, rugalmasan kezeli a rendelkezésre 4allo adatokat, segitségével
folyamatosan frissiteni lehet a modelleket az ijonnan feltart adatok alapjan. Osszefoglalva
rugalmas ¢s egységes keretet szolgaltat a védekezés kialakitasdhoz és ellenintézkedések
tervezéséhez. Ennek az elméletnek az alkalmazéasat mutatjuk be a kovetkezdkben.

TERRORCSELEKMENYEK KOCKAZATANAK BECSLESE

Egy konkrét nemkivanatos esemény bekovetkezésének a valdszinliségét alapvetden, nulladik
megkozelitésben, természetesen a gyakorisagi analizis elveit kovetve tudjuk becsiilni [3],
maris hozzatessziik, kelld6 mennyiségii adat birtokaban.

1. Ennek leirdsahoz tegylik fel, hogy ismereteink szerint szdmitasba kell venni elkdvetdként a
Tj terroristacsoportot, illetve egyént, ahol a j index ezek szamara utal. Az sszes lehetdség
természetesen ismeretlen, a hirszerzd hivatalok feladata kideriteni, hogy egy adott cselekmény
szempontjabol melyek johetnek szoba, igy valik ez az indexhalmaz konkrétta.

2. Mindegyik Tj csoport/egyén elvileg alkalmazhatja az Fi ,,fegyvert” amely lehet biologiai,
nuklearis, piszkos bomba, hagyomanyos robbandétoltet, stb. Az i indexek halmazarol ugyanazt
tudjuk mondani, mint az elébbiekben, a konkrét fenyegetettség kapcsan kell tisztazni ezek
szamat €s természetét.

3. Minden potencidlis elkovetdnek vannak céljai, amelyet a matematikai leirds miatt
szamszertsitiink valamely Uj fiiggvénnyel, amely fliggvény kifejezi az adott elkoveték altal
kitlizott célt, valamely olyan mennyiséggel kifejezve, amely az adott elkdvetdk szempontjabol
hasznos. Ez lehet az okozott anyagi kar, a halalesetek szama, az evakualt teriilet nagysaga,
valamely rendszer milkddésében okozott fennakadas iddtartama, stb. Ez a fliggvényérték
tovabb finomithatd egy tovabbi K indexszel, aszerint, hogy egy, az elkdvetdk szempontjabol
sikeresnek tekintett eseménynek tobb hozadéka lehet. Igy beszélhetiink ezen fiiggvény Xijk
valtozdjarol, amit az elkovetdk a tervezéskor szamitasba vesznek. Eszerint az Uj fiiggvény

értéke ezen valtozoknak bizonyos U(X”") fiiggvénye, egyszerl estben stlyozott 6sszege. Ha S
jeloli a sikeres akcid bekovetkezését, akkor az Uj fliggvény alakja:

U,-(SIE,TJ-)=ZU(Xuk)
‘ )

— L P(SIRT) e

Jelolje az elkdvetdk szempontjabdl tekintve a sikeres akcio valoszintiségét. Ekkor

az elkovetdk szempontjabol a sikeres esemény hozadéka, ,,varhat6 értéke” az
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E(U,|R.T;)=P(8|R.T,) U, (s|R.T)) @)
Osszefiiggéssel adhatdo meg. Ezek utan — a gyakorisagi megkozelitést felhasznalva — egy Tj
elkovetd altal az Fj modszerrel/fegyverrel/szcenarioval elkovetett esemény valdsziniisége,
tekintetbe véve az Osszes lehetséges szcenariot, a varhato értékek aranyaval az alabbi modon
becsiilhetd meg:
E(UJ|F.T,
P ( F |TJ. ) - M

D E(Uy|F.T,
Eu 67 o

Ezek a valoszinliségek jelentik a nulladik kozelités likelihood valdszintiségeit. Ebben az
egyenletben természetesen benne van az a feltevés, hogy egy adott elkdvetd/terrorcsoport
egyszerre csak egy tervet készit tovabba az is, hogy az egyes szcenariok fiiggetlenek és
Osszegiik kimeriti az 0sszes figyelembe vehetd lehetdséget, azaz hogy teljes eseményrendszert
alkotnak.

4. Most kovetkezik a hirszerz6 szervek szerepe. Informaciot kell gytjteni arrol, hogy a Tj
potencialis elkdovetd milyen valoszintiséggel kovet el egy cselekményt, legyen az barmilyen

szcenari6 altal leirhat6. Adja meg ezt a P(Tj )Val(')szinﬁség. Ezek utdn lehetdséglink van arra,
hogy megbecsiiljik a Tj elkovetd altal Fi szcenarid szerinti nemkivanatos esemény
valdszinliségét. A valoszinliségek szorzastétele szerint:
E(U,|F.T,
P(F.T;)= P(Fi|Tj)'P(Tj):M'P(TJ‘)
YE(RT)
! (5)

P(T, . . . e 0 tas .

Itt a ( ')Valészinﬁségek jelentik a probléma leirasahoz nulladik 1épésben az a priori

eloszlast. Ezek utan feltehetjiik a kérdést: Mi a valdsziniisége annak, hogy a Tj elvet6 altal Fi

szcenario szerinti nemkivanatos esemény sikeres, azaz bekovetkezik az S esemény?
Ugyancsak a szorzastétel ad erre valaszt:

P(S,Fi,Tj):P(S|E,Tj)P(E|Tj)-P(TJ.)

(6)

Ebben a I¢épésben igen lényeges szerepe van a P(S|F“Tj)Valészinﬁségeknek, amelyek igen
behatd vizsgalatot tesznek sziikségessé. Ezek kiszamitdsa nem nélkiilozheti az egyes
szakteriiletek hatékony kozds munkdjat. Ha példaul arra gondolunk, hogy egy hagyomanyos
robbanotoltettel elkdvetett merénylet sikerének valoszintiségét kell megbecsiilni, akkor
szamitasba kell venni az alabbiakat [4]:

1. Milyen toltettel kovetik el a merényletet.
ii. Ennek a toltetnek milyenek a kémiai tulajdonsagai.

iil. A robbanas milyen fizikai koriilményeket hoz létre: a nyomas maximalis értéke, ennek
iddbeli lefolyasa, a 16késhullam intenzitasa, a 16késhullam idétartama, stb.

iv. Erre a hatdsra hogyan reagdlnak az épiiletek egyes részei, amelyek lehetnek acélbol,
vasbetonbol vagy livegbdl, esetleg fabol, stb.

Mint lathatd, a probléma meglehetdsen Osszetett, a kockazatbecslés folyamataban azonban
nem megkeriilhet6. Ha ezek utan tekintetbe vessziik az Osszes lehetséges szcenariot, akkor
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kapjuk a Tj potencialis elkovet altal okozott sikeres esemény valdsziniiségét. A teljes
valoszinliség tétele szerint

(sr)- ZP(siT (5 .

Végiil, az elemzett eredmények birtokaban, ha informaciét gyljtiink az Gsszes lehetséges Tj
elkovetordl a fenti modon, lehetdséglink van megbecsiilni egy sikeres akcio, tehat az S
esemény bekdvetkezésének valoszinliségét. Ugyancsak a teljes valosziniliség tétele szerint:

P(S):ZP(S|T1)P(TJ)
: (8)
Ez az a priori eloszlasbol levezethetd eredmény.

5. Az a priori eloszlast frissithetjiik a Bayes-tétel alapjan [2]. Tegyiik fel, hogy bekovetkezett
egy/tobb ,,sikeres” S esemény. Az errdl/ezekrol szerzett informacidk birtokdban, a Bayes-tétel

P(T. [S L. o,
alkalmazasédval ad6dnak a ( bl ) a posteriori valészinliségek:

P(sfm)P(T) _ PISIT)P(T)

B TE R R Ay

9)

amelyek az a priori valoszintiségek aktualizalt, frissitett valtozatanak tekinthetk. Ezek, mint
kidertilt, Gijabb adatok, korabban birtokunkban nem 1évd informacidk alapjan adodtak. A
formula szamlalojaban szerepld jO index arra utal, hogy Osszegezni csak a nevezében kell az

, . . , P(T;, IS T .
Osszes lehetséges elkovetére vonatkozolag, a (’°| ) valdszinliség egyetlen konkrét
elkdvetdre vonatkozik, azonban a szdmitasokat az dsszes elkovetdre el kell végezni, hiszen az
a posteriori valosziniiségek eloszlast alkotnak.

Ha a hangsulyt az elkovetés modjara, tehat az Fi szcenariora helyezziik, analog
gondolatmenettel kapjuk az eredményt. Kikiiszobolhetjiik a gondolatmenetbdl a Tj valtozokat,
képezhetjiik a hatareloszlast, egy jelenleg ,,feleslegesnek” itélt valtozo kikiiszobolésével. A
kérdés ebben az esetben igy hangzik: Mi a valdsziniisége egy sikeres eseménynek az Fi
szcenario figyelembe vételével, tekintet nélkiil arra, hogy ki az elkovetd? A valaszt a kérdésre
a teljes valosziniiség tétele adja:

P(SIF) =2 P(s|F.T, JP(RIT))

: (10)
PRIT) o res : . - . . ,
Most a 7valoszinliségek tekinthetdk a priori eloszlasnak. Egy sikeres esemény
bekovetkezésének vizsgalata alapjan ezek a valdsziniiségek is frissithetok. Ismét a Bayes-tétel
adja a valaszt arra a kérdésre, hogy hogyan valtoztak az a priori valdsziniiségek. Az a
posteriori eloszlas a kovetkez6 formulaval irhato le:

P S|Fi0,Tj P(FoT;)) P s||=m,Tj P(Fo|T))
PR P()_Sf)

P(s|F) __sz(s|ﬁjn)P(ﬁyn)

(11)

ahol az i0 index ismét arra utal, hogy a szamlaloban nem kell 6sszegezni, ott rogzitett index
szerepel. Tekintettel azonban arra, hogy egy valdsziniiség eloszlas az eredmény, a szamitast
természetesen itt is minden i0 indexre el kell végezni, ami mas szdoval annyit jelent, hogy
minden szcenarioval kapcsolatban kapunk valdsziniiségi informaciot.
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A mondottak illusztraciojaképpen vizsgéaljuk a kovetkezd példat. Tegyiik fel, hogy egy
kritikus infrastruktra elleni terrorcselekmény kockazatat szeretnénk megbecsiilni, feltéve
hogy az elkdvetdk hagyomanyos robbandanyagot (TNT) alkalmaznak. A robbandtoltetet, a
tomegétdl fiiggden, tobbféle modon lehet a célépiilet/épitmény kdzelébe juttatni. Ha a tomeg
5-10 kg, egy személy, egy kézitaskaban juttathatja célba, ha 50-100 kg, akkor egy
motorkerékpar johet szoba, 250-500 kg esetén személyautorol lehet szo, 1000 kg esetén pedig
egy teherautd. Mindenekel6tt informaciot kell gytjteniink ezen Fi szcenariok valoszinliségét
illetéen. Tekintettel arra, hogy — szerencsére — mMmagyarorszagi adatok nem allnak
rendelkezésre, a példihoz az Egyesiilt Allamok egy publikus adatbazisabol vettiik az adatokat
[5]. Ezeket tartalmazza az 1. tablazat.

Szcenaridk (kg)| F1=5 F2=10 | F3=50 | F4=100 | F5=250 | F6 =500 | F7 =1000
Valésziniiségek 0,25 0,25 0,15 0,15 0,1 0,05 0,05

1. tablazat: ,,a priori” valoszintiségek

Ezzel voltaképpen a P(Fi) a priori eloszlast adtuk meg. Ezt az eloszlast szeretnénk frissiteni a
tapasztalatok, megfigyelések alapjan. Ez attol fiigg, hogy milyen nemkivanatos eseményt
vizsgalunk, hogy az infrastruktira elleni milyen természetli cselekményrdl van szo6. Ez lehet
az Uvegtabldk sériilése, a vasbetonfal-elemek sériilése, f0 tartdszerkezeti elemek sériilése,
vagy a totalis kollapszus. Ezek vizsgalata behatd mérnoki ismereteket, méréseket,
szamitasokat igényel. Tegyiik fel, hogy példankban egy acélszerkezetli épiiletet vizsgalunk,
amelynek homlokzata domindns moddon iivegbdl van. A kérdés tehat az, hogy az adott
mennyiségli hagyomanyos robbandszer detondcidja milyen valoszintiséggel okoz szamottevd
sériilést a homlokzatot alkotd iivegben. (Ez természetesen sok paramétertdl fiigg. Ez
domindnsan a detondcid tavolsidga, de lehet a felszin feletti magassag, esetleg iddjarési

. .. fr . . 1114 P(SIF) -1 -
viszonyok, a kdrnyezet beépitettsége, stb.) A rendelkezésre allo adatokat a (sIF) likelihood
valoszinliségekre vonatkozolag a 2. tablazat tartalmazza, amelyben mar feltiintettik a
detondcid jellemzd tavolsagat is.

Szcendriok (kg) F1=5 F2=10 | F3=50 | FA=100 | F5=250 | F6 =500 | F7 = 1000
Tavolsag (m) 25 25 100 100 100 100 100
Likelihood
S P(S|E) 0,00 0,33 0,00 0,45 0,99 0,99 1,00

2. tablazat: likelihood valoszintiségek

Ezen adatok alapjan, a teljes valdszinliség tételével egyrészt megbecsiilhetjiik a sikeres
terrorakcio valoszinliségét, amelyre a kovetkez6t kapjuk:

7
P(S|F)=Y_P(S|F)P(F)=03485
i=1 (12)
masrészt pedig frissithetjiik az a priori eloszlast a Bayes-tétel alapjan:
P(SIF)P(F)

o(RIS) = hs

i=12,..,7
(13)

Az egyszeriiség érdekében elhagytuk a formulabol az elkdvetdkre vonatkozd Tj informaciot.
A kapott a posteriori valoszintiségeket tartalmazza a 3. tablazat.
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Szcenaridk (kg) F1=5 F2=10 | F3=50 |F4= 100 | F5=250 | F6 =500 | F7 =1000

Tavolsag (m) 25 25 100 100 100 100 100

»a posteriori”

P(RIs) 0 [0236729| 0  |0,193687 | 0,284075 | 0,142037 | 0,143472
i

Valésziniiségek:

3. tablazat: ,,a posteriori” valosziniiségek

Az a priori és a posteriori paraméterbecslések alapjan ad6d6é binomialis eloszlasokat
szemlélteti az 1. dbran lathatd hisztogram. Ezen vilagosan szembetlinik, hogyan valtoznak egy
adott nemkivanatos esemény kapcsan az els0 kozelitésben kapott valdszintiségi adatok. A
frissitett adatok bemenetként szolgalnak egy kovetkezd 1épésben a Bayes-tétel ismételt
alkalmazasahoz, ha Gjabb adatok jutnak a birtokunkba. Az elmélet kovetkezménye az, hogy
az informdciok birtokdban kapott frissitett valdszinliségeloszlds mas valdszinliségeket
tartalmaz, mint a kezdeti modellfeltevés vagy barmilyen természetli input adatok alapjan
kapott eloszlas. Ez utdbbi precizebben tiikrozi a valdsagot, a valosaggal kapcsolatos
tudasunkat, mert megfigyeléssel kapott adatok figyelembe vételével torténd pontositds alapjan
adodott.

robbantasos cselekmények valészinilisége

o
w

o
N
a

o
o

O "a priori"

0,15 1T
B "a posterior”

valésziniiség

o
i

°
&
[

(=}

1 2 3 4 5 6 7

szcenariok
1. abra: Robbantasos cselekményekkel kapcsolatos a priori €s a posteriori eloszlas

NORMALIS ELOSZLAS ALKALMAZASA A KOCKAZATELEMZESBEN

Az egyik leggyakrabban alkalmazott folytonos eloszlas a normalis eloszlas. Ha példaul egy
kritikus infrastruktura elleni robbantdsos cselekményt vesziink alapul, akkor normalis
eloszlassal irhatok le az alabbi, gy a robbandtoltetre, mint a céltargyra vonatkozé alapvetd
mennyiségek, mint valoszintliségi valtozok [6]:

= az alkalmazott robbano6toltet tomege;

= adetonacid céltargytol mért tdvolsaga;

= a detonaci6 helyének a felszin feletti magassaga;

= arobbandaskor keletkezd 16késhulldmban a maximalis nyomas;
= 3 l6késhullam idGtartama;

= a céltargy egyes részeinek fizikai jellemzdi: szakito szilardsag, torzié6 modulus, Young-
modulus, stb. Egy sikeres terrorakcido kockazatanak becslésénél, ezen mennyiségek
mindegyikére tekintettel kell lenni.

Tegyiik fel tehat, hogy az X fizikai mennyiség egy normadlis eloszlasti valoszintiségi
valtozoval irhatd le: X = N(u, 62). Ez a likelihood fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a keresett 0
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paraméter a likelihood eloszlds varhato értéke: 6 = p. A fenti felsorolasban emlitett
valoszinliségi valtozok varhatod értéke, ésszerti korlatok mellett, leirhaté ugyancsak normalis
closzlassal. Feltessziik tehat, hogy az a priori eloszlas is normalis m valamint s2
hiperparaméterekkel: 6 = N(m, s2). A likelihood fiiggvény és az a priori eloszlas rendre a

x|0) = N(e,csz);n(e)= N (m,sz)

. f i . . ,
kovetkezo alakot 6lti: ( . Az a posteriori eloszlas meghatarozasa

a feladatunk. A konstans szorzoktol eltekintve, azt irhatjuk, hogy n(6|x)D f(x|€))~n(6). Ha a

hiperparamétereket is hangsulyozni akarjuk, akkor némileg pontosabban irhatjuk, hogy

n(6|x,m,sz)D f(x|9,m,sz)-n(6|m,sz) . o )
. Tegyiik fel, hogy els6 1épésben csak egyetlen megfigyelést

végziink. A normalis eloszlas striiségfiiggvényének figyelembe vételével adodik, hogy

n(e|x,m,sz)D \%ﬁexp{—(xz;?) ] Zlnsexp{—(ez_sr?)] (14)
azaz
n(e|x,m,sz)D ancs exp{—(xz_c:z) —(G;ST) J (15)

Ez a fliggvény hasonlit egy normalis eloszlas striiségfiiggvényére. Ahhoz, hogy ennek
varhatd értékét €s a szorasnégyzetét, mint jellemzd paramétert kiszdmitsuk, sziikséges némi
algebrai atalakitas. Tejes négyzetté kiegészités és rendezés utdn az exponencialis fliggvény
kitevdje az alabbi alakot olti:

16°+¢? o’ (x m)) 1 2
-= 0- S+ || ——————(x-m)
2 o’s’ o’ +s°\c* §° 2(62+52)2
(16)

Az 0sszeg masodik tagja szamunkra indifferens, hiszen az a stirliségfliggvényben csak egy
konstans szorzot eredményez. Az elsé tag azonban nagyon fontos eredményt mutat. Azt, hogy
az a posteriori eloszlas ugyancsak normalis eloszlas, m’ és s’2 paraméterekkel, ahol
2.2 2 2 2.2
o’ (x m S c .,  ©’s
—+—|= X+ m;, s¥=——— 17
02+sz[02 szj o’ +s? o+¢? o’ +52 (17)

Ha ezt az eredményt altalanositjuk arra gyakorlatban fontos esetre, hogy altalaban (lehetdség
szerint) nem egy, hanem n szama megfigyelést végziink az X valdsziniiségi valtozoval
kapcsolatban. Ekkor hasznaljuk fel azt az ismert eredményt, hogy n szami megtigyelés soran
a szorasnégyzet az n-ed részére csokken. Az eredmény gy adddik az elébbibdl, hogy 2
helyére 52/n keriil, X helyére pedig a mintaatlag: X . Tehat, ha a likelihood fiiggvény normalis
eloszlassal adott, valamint a varatd értékre, mint paraméterre vonatkozé a priori eloszlas
normalis eloszlas N(m, s2), akkor az a posteriori eloszlas is normalis eloszlas: N(m’, s’2),
ahol a frissitett paraméterek:

2 2 _
, (G /n)s X m ns® _ c . o8
m'=—— S St | F e XM 8 s (18)
(5 /n)+s o’/n §*) o’+ns o’ +ns G’ +ns

Masképpen fogalmazva, azt mutattuk meg, hogy a normadlis eloszlas konjugéltja ugyancsak
normalis eloszlas. Elemezziik a kapott eredményt. Ha a likelihood eloszlas 0 varhat6 értékét
normalis a priori eloszlassal modellezziik, akkor ezen eloszlas jellemzdire vonatkozolag éliink
egy kezdeti feltevéssel: m, s. Ha a Bayes-tétellel attériink az a posteriori eloszlasra, amely
ugyancsak normalis eloszlas, akkor a varhato érték 0 modellparamétereire kapjuk az m’, s’2
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értékeket. Ezen paraméterek vizsgalatahoz vezessiik be a o® +ns’ jelolést. Ekkor vilagos,

hogy a frissitett varhato érték felirhato m’=AX+(1-A)m alakban, ahol nyilva’m7L < [0’1]. Ez azt

jelenti, hogy m> az m és X konvex linearis kombinécidja, ha A valtozik 0-tél 1-ig, akkor m’
értéke valtozik m-t6l X -ig. Vegyiik észre, a kovetkezoket:

Ha nem végziink egyetlen megfigyelést sem, akkor A =0, és m” = m.

Ha a mérések, megfigyelések szamat noveljiik, akkor A értéke ndvekszik, n — oo esetén L —
1, és ekkor m> — X . Felhivjuk a figyelmet, hogy ez éppen a varhaté érték 2.5. pontban
levezetett maximum likelihood becslése.

n — o esetén s’2 — 0, tehat egyre pontosabb, egyre kisebb bizonytalansidggal kapjuk a
becslést a keresett paraméterre.

Ha az a priori eloszlas szorasat ,,minden hataron tal noveljik”, tehat s’2 — oo, vagyis
kozelitiink az egyenletes eloszlashoz, akkor ugyancsak m’ — X, tehat kdzelitiink a maximum
likelihood becsléssel kapott értékhez. Ez annyit jelent, hogy minél nagyobb az a priori
closzlas szérasa, annal kisebb hatassal van az a posteriori eloszlasra. Hataresetben azt
mondhatjuk, hogy semmi hatassal nincs ra, mert a maximum likelihood becslés lehet a
kiindul6 paraméterérték, amely eszerint nem valtozik meg a jelzett koriilmények kozott.

Az eljaras ezek utan az, hogy a fentiekben vazolt eljarast ismételjiik, valahanyszor csak 1j
adatok birtokdba jutunk, illetve ahdnyszor sziikségesnek latszik. A modszer eldnye
matematikai szempontbol az, hogy az a priori eloszlas paramétereirdl az a posteriori eloszlas
paramétereire vald attérés minden lépésben ugyanazzal a formuldval adhatdo meg, tehat az
eljaras konnyen kivitelezhetd, nem okoz matematikai nehézségeket.

Tekintsiink egy példat. Tegyiik fel, hogy egy vizsgalt mennyiség normalis eloszlast, melyre
vonatkozodlag végeztiink egy megfigyelést, melynek értéke X = 4. Egyetlen mérés esetén
természetesen ez tekintendd atlagértéknek, azaz a likelihood eloszlas varhatd értékének.
Tegylik fel, tovabba, hogy a szoras adott, legyen ez ¢ = 2. Tegyiik fel, hogy a varhato értéket
(az ismeretlen paramétert), mint valoszinliségi valtozot szintén normalis eloszlassal
modellezziik. Tegyiik fel, hogy a varhato értéket m = 7 varhato értekkel és s = 1 szordssal
adott paraméterekkel irjuk le, az a priori eloszlas tehat N(7, 12). Ha a fentiek alapjan frissitjiik
az eloszlast, N’(6,4; 0,892) a posteriori normalis eloszlast kapjuk. Az eljaras ismételhetd, az
elsé 1épésben kapott N’(6,4; 0,892) eloszlas tigy kezelhet6, mint az a priori eloszlas, tehat
ismételten frissithetd. Tegylik fel ennek érekében, hogy egy ujabb megfigyelést végeztiink,
melynek értéke X = 4,8. A masodik 1épésben kapott a posteriori eloszlas: N’’(6,13; 0,812).
Az eljarast grafikusan szemléltettiik a 2. abran.
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2. abra: Normalis a priori eloszlas és normalis likelihood fiiggvény esetén az a posteriori eloszlasok alakulasa
két 1épésben
Amit hangstilyoznunk sziikséges, az eljards ismételt alkalmazasa sordn egyrészt az, hogy az
a posteriori eloszlasok egyre ,kozelebb” keriilnek a kezdeti megfigyelés eloszlasdhoz,
valamint az, hogy az eljaras ismétlése soran a szoras csokken, tehat a becslés bizonytalansaga
is csokken.

Tegyiink fel a vizsgalt mennyiséggel kapcsolatban egy konkrét kérdést, és vizsgaljuk meg,
hogyan fligg a kérdésre adott valasz az a posteriori becslésektol. Kérdezziik a kovetkezot: Mi
a valosziniisége, hogy a valdszinliségi valtozoé értéke az |5, 6[ intervallumba esik?

1. Az a priori becslés alapjan:

P(5<x<6)= @(6;17)41)(?) = (-1)-D(-2) = ®(2)—P(1) =0,9772-0,8413 = 0,1359

2. Az els6 a posteriori becslés alapjan:

6-6,4 5-6.4) _ 0/ 0 ) o1 £ ~ _
P(5<x<6):(D( 085 j—q{ X j_cp( 0,44) - ®(~1,57) = d(1,57)—d(0,44) = 0,2718

3. A masodik a posteriori becslés alapjan:

p(s<xce)-of 58 o[ -8

= ®(-0,16)— d(~1,39) = d(1,39) - d(0,16) = 0,3541
0,81 o,slj()()()()

Ha csak kevés adat all rendelkezésre, csekély szamu megfigyelésre van csak lehetdség, ezt az
eljarast lehet kovetni. Ha azonban tobb adattal rendelkeziink, az altalanosabb Gsszefiiggéseket
hasznalhatjuk és természetesen pontosabb eredményt kapunk.

Induljunk ki a kovetkezd, nagysag szerint sorba rendezett adatsorbol: 3,0; 3,3; 3,6; 4,0; 4,2;
4,4; 4,5; 4,9; 5,5; 5,8. Tegyiik fel, hogy erre az n = 10 adatbol 4ll6 statisztikai mintara
normalis eloszlast szeretnénk illeszteni. Eliink egy a prori feltevéssel majd az adatok alapjan
frissitjiik a becslést. Az Osszehasonlitds érdekében tegyiik fel, hogy az a priori eloszlas
ugyancsak N(7, 12) normalis eloszlas, mint az el6z6 példaban. Az adatsor alapjan a
mintaatlag X =%32 a korrigalt empirikus szoras pedig s* = 0,9053. Felhivjuk a figyelmet
arra, hogy egyetlen adat esetén kénytelenek vagyunk prekoncepciokkal €lni a szorast illetden,
tobb adat esetén viszont mar becslés adhatd az ismeretlen paraméterre. Bar hangsulyozzuk,
hogy ismét a varhat6 értéket tekintjiik modellezendd paraméternek. Ha a levezetett formulak
alapjan frissitjiik a varhato értéket és a szorasnégyzetet, akkor kapjuk az a posteriori eloszlas
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paramétereit: m’ = 4,5230; s’ = 0,2752. Mar ebbdl a két adatbol is érzékelhetd, hogy milyen
jelentds hatdsa van annak, hogy nem egyetlen adatbdl indulunk, ami még szembetiinbb, ha
ebben az esetben is szemléltetjiik a harom érintett eloszlast a 3. abran.

Normalis likelihood, normélis "a pricri” eloszlas

likelihood
a priori
1. a posteriori

0 2. 4 ) 6 - 8 ) 1JD 12
3. dbra: Normalis a priori és normalis likelihood eloszlas esetén az a posteriori eloszlasok tobb adat birtokaban

Az egyik l1ényeges eltérés, hogy a likelihood eloszlas sokkal koncentraltabb. A szoras a felére
csOkkent, bar vilagosan kell latni, hogy egyetlen adatbol nem lehet szoérast becsiilni. A
masodik pedig az, hogy az a priori eloszlasnak sokkal kisebb hatasa van az a posteriori
eloszlasra, mint az el6zd esetben. Tobb adat felhasznalasa esetén tehat egyre kevésbé
érvényesiil a modellezésnél elkeriilhetetlen szubjektivitds. Az a posteriori eloszlas sokkal
jobban koncentralodik a mérési adatokra, mint egy adat esetén. Végezetiil vizsgaljuk meg,
hogy hogyan alakul az |5, 6[ intervallumba esés valoszintisége:

1. Az a priori becslés alapjan:

P(5<x<6)= @(6;17}@(?}:@(—1)—@—2) = d(2)-d(1) =0,9772-0,8413 = 0,1359

2. Az a posteriori becslés alapjan:

P(5< x<6)=(1>(6_4’52J—(D[5_4’52

= CD(S, 48) —-®(1,77)=1-0,9616 = 0,0384
0,27 0,27

A mérések, megfigyelések hatasa igen szembetlind. Az a posteriori becslés sokkal kdzelebb
van a maximum likelihood becsléssel kapott eloszlashoz — a hangsuly természetesen csak a
varhato értéken van —, tovabba éppen ellentétes értelmii hatasa van az a posteriori eloszlasnak
a kérdéses valoszinliségre, ha egy egész ,,adatsor” van a birtokunkban, mintha csak egyetlen
adatra tamaszkodunk. Ez a hatas természetesen erdsen fiigg az a priori eloszlas
megvalasztasatol. Ennek a kérdésnek a részletes elemzésére kitériink a 4. pontban.

AZ A PRIORI ELOSZLAS HATASA

Vizsgaljuk meg kvantitativ moédon, hogy a hiperparaméterek kiilonb6zd értékei milyen modon
befolyasoljak az a posteriori eloszlast.

Tekintsiik els6ként a 3. pontban tanulmanyozott normalis eloszlast, amikor mind a likelihood
fliggvény, mind az a priori eloszlas normalis eloszlas. Idézziik fel az eredményt, miszerint ha
az a priori eloszlas m és s2 hiperparaméterekkel adott normalis eloszlas, azaz N(m; s2), akkor
az a posteriori eloszlas is normalis eloszlas, N(m’; s°2), ahol a frissitett paraméterek:
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ns?  _ o’ , o’s’

m'= X + m; s =
o’ +ns? o +ns’ o” +ns? (19)

Vizsgaljunk meg két sz¢&lsOséges esetet.

1. eset: Elsoként tegyiik fel, hogy a modellezett paraméterekrdl nincs kelld6 mennyiségi
informacionk. Ekkor célszerli egyenletes eloszlassal modellezni a 6 = p paramétert. Ha ezt
normalis eloszlassal irjuk le, egzakt egyenletes eloszlas nem létezik, de jo kozelitéssel
megkaphat6, ha az S szorast ,,minden hataron tal” megnoveljiik. Az eloszlas a vizsgalt
paramétertartoméanyon kellden ,,Japossd” tehetd igy. Ha viszont S — oo, akkor jol lathatéan m’
eléallitasaban szerepld elsé tagban a tort 1-hez tart, a masodik tagban a tort viszont 0-hoz tart,
azaz m’ — X . Idézziik fel, hogy az X mintaatlag éppen a modellezett 1 paraméter maximum
likelihood becslése, amit a Bayes-tételtdl fiiggetlen megfontoldsok alapjan hasznalunk a p
kozelitésére. Ebben az esetben tehat az a priori eloszlas hatastalan.

2. eset: A masik szélsOségese eset, amikor s — 0, tehat az a priori eloszlas az m pontra
koncentralodik, amikor jol lathatban m” — m. Ebben a hataresetben az a priori eloszlas hatasa
olyan erds, hogy gyakorlatilag ,eltiinik” a likelihood modell a szamitasokbol. Az a priori
eloszlas annyira dominans, hogy a modellezett paraméter értéke 1ényegileg nem valtozik a
frissités soran, az a posteriori eloszlas ugyanazt a paramétert szolgaltatja.

Lapos (kéizel egyenietes) "a priori” eloszls Koncentralt "a priori" eloszids
18 r T T
likellhood likeshood
& priof

a priofi n
14 a pasteriori & posteriofi

12+
1 1 2t
08~
08
04-
02-

Sl R S — . L R
o 2 ] 6 8 10 12 0 H 4 6 8 10 12

a) ,,lapos” a priori b) koncentralt a priori
4. abra: Az a priori normalis eloszlas szorasanak hatdsa az a posteriori eloszlasra

A mondottakat illusztralja a 4. dbra, amely a 3. pontban mar vizsgalt n = 10 elemi statisztikai
mintara tamaszkodik. A két abra kozott a kiilonbség csak abban all, hogy az a) abran N(7; 5),
a b) abran pedig N(7; 0,15) a priori eloszlast alkalmaztunk. Az a) esetben tehat kozelitettiink
az egyenletes eloszlashoz, a b) esetben pedig az eloszlas erdsen koncentralodik az m = 7
pontra. Az a posteriori eloszlasok rendre a kovetkezok: N’(4,3288; 0,28582) illetve
N’(6,4227; 0,13292). A likelihood eloszlas mindkét esetben: N(4,3200; 0,9053).

DONTESHOZAS A BAYES-ELMELET KERETEI KOZOTT

A 2-4. pontokban azzal a kérdéssel foglalkoztunk, hogy hogyan lehet a kockazatelemzés
soran a kockazat kifejezésében szerepld valoszinliségeket kiszdmitani, illetve a Bayes-elmélet
alkalmazasaval a birtokunkba jutott informaciok alapjan ezeket aktualizalni. Az alabbiakban
azzal a kérdéssel foglalkozunk — a bemutatott modszerek alkalmazasaképpen —, hogy ha
egyszerre tobb modellt vizsgalunk, hogyan lehet ezek szimultan figyelembevételével dontést
hozni nemkivéanatos eseményekkel kapcsolatban, illetve azt vizsgaljuk, hogy erre az itéletre
milyen hatéssal van a Bayes-féle elmélet.
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1. példa: Tegyiik fel kiindulépontként, hogy semmiféle megfigyelésbdl szdrmazd adat nem all
rendelkezésre, csak az a modell, amellyel a nemkivéanatos eseményt leirjuk, tehat a likelihood
figgvény. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos esemény kapcsan felmeriil két lehetOség, két
szcenarid, ami két likelihood fliggvénnyel irhato le. A kérdés az, hogyan tudunk donteni az
eseménnyel kapcsolatosan, hogyan donthetd el, hogy melyik szcenérié valdsult meg. Ha csak
a likelihood fiiggvényre tamaszkodunk, akkor a 4. pont alapjan kijelenthetjiik, hogy olyan a
posteriori eloszlasokat kell vizsgalnunk, dsszehasonlitanunk, amelyek az egyenletes a priori
eloszlasbol szarmaztathatok. A hivatkozott pontban megmutattuk, hogy ilyen esetben az a
posteriori eloszlas Iényegileg egybeesik a likelihood fiiggvénnyel, ez a ,,nem informativ”
modell.

Példaképpen tegyiik fel, hogy egy robbantasos cselekménnyel kapcsolatos eseményt
vizsgalunk. A két szoba johetd szcenarid legyen a kovetkezd: robbantas 25kg illetve 50kg
TNT-ekvivalens hagyomanyos robbanétoltettel. Az egyik estben szoba johet egy
motorkerékparos elkovetd, a mésik esetben pedig egy személyautd, mint célba juttatd eszkoz.
Mindkét esetben feltessziik, hogy a robbandtoltet mennyisége normalis eloszlast kovet, ami a

megszokott feltételezés. Feltessziik tovabbd, hogy az elsd esetben a szdras c; =10 kg a

masodik esetben pedig c’lzlSkg. A kérdés az, hogy ha bekovetkezik egy robbantdsos
esemény, akkor hogyan tudunk donteni abban a kérdésben, hogy melyik szcenéri6 kdvetkezett
be. Ebben a pontban tovabbi adatok hidnyaban adunk becslést erre a kérdésre. Ez a kérdés
alapveté fontossaghh a 2. pontbeli vizsgalatok, konkrétan az 1-3. tablazatok adatainak
meghatarozasa szempontjabol.

Induljunk ki a Bayes-tételbdl. A 2. pontbeli jeloléseket alkalmazva legyen S a sikeres
esemény, F1 és F2 pedig jelentse azt, hogy rendre az 1. illetve a 2. szcenario szerint hajtottak
végre a cselekményt. A szamitdsok szempontjabdl alapvet6 a likelihood fiiggvény:

(x-25) J .
yhaszcenario=F

1
exp| —
J2r10 p{ 2102

x—50)°
! exp[—( 2) };haszcenélric'):F2

J2n15 2.15

f (S |szcenéric’)) =

(20)

Adatok hianyaban ez tartalmazza az Osszes informaciot, ez irja le az Osszes ismeretiinket a
problémaval kapcsolatban. A kérdésre adando valasz nyilvanvaléan azon mulik, hogy a

P(RIS)ijetve a P(RIS)

P(R[S)>P(F,|s)

feltételes valoszintiségek hogyan viszonyulnak egymdashoz. Ha

akkor természetesen ugy dontiink, hogy az F1 szcenarid kovetkezett be, és
értelemszertien a forditott esetben az F2 a dontés, illetve — ami a Bayes-elmélet nagy elénye
—, mindkét szcendriorol lesz informacionk megfeleld sulyok, valoszintiségek figyelembe-

Yy , . P(F|S);(i=12
vételével. A valasz — tekintettel arra, hogy a ( '|S) (i=12)
valoszinliségek —, a Bayes-tétellel adodik:

valoszintliségek a posteriori

P(S[F)P(R)
P(s)

P(SIF.)P(F.)

P(S) 1)
Matematikai szempontbdl itélve a probléma abban all, hogy a kérdésre adando valasz diszkrét
eloszlast jelent, a likelihood fliggvények azonban folytonos fliggvények. Diszkretizalnunk kell

tehat az eloszlast. Erre nyilvanvaloan kindlkozik az a lehetdség, hogy a likelihood fiiggvények
értékét hasonlitjuk dssze. A kérdéses egyenl6tlenség ekkor a kovetkezo:

°( )= P(E]5)-
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[P<S|F1>P<Fl>}V;gy(P(sm)P(e)J )

P(S) 5 (5) azaz (P(S|R)P(F,)) vagy (P(S|F,)P(F.))
” (22)

Ha figyelembe vessziik a likelihood fiiggvény alakjat, az egyenl6tlenség a kovetkezo alakot
olti:

< 2
1 (x—25)° 1 (x—-50)
- P(F ———exp| - P(F
V2710 eXp[ 2:107 ] (Fy)vagy J2r15 ex'{ 215 | PR
g (23)
Tekintettel arra, hogy ebben a pontban azt vizsgaljuk, milyen dontést hozhatunk, ha nincs

P(F)=P(F,)

1
Iényeges a priori informacionk, az egyenletes eloszlast tételezziik fel: 2. Ekkor
az kapjuk, hogy a vizsgalandd egyenldtlenség a kovetkezore redukalodik:

1 ex —(X_ZS)Z Va< 1 ex —(X_SO)Z
10 P 2-10? gy 15 P 2.15?
g (24)

A dontés a szcenariot illetden azon mulik, hogy tekintetbe véve egy adott X értéket, melyik
fiiggvény értéke a nagyobb. Ez a maximum likelihood elv alapjan hozott itélet a kérdést
illetden. Az egyenldtlenség megoldasa egyszeriibb, ha szemléltetjiik az egyenldtlenség két
oldalan allo fiiggvényeket egy koordindtarendszerben. Ez lathat6 az 5.a) abran.

Dontés & maximum likelinood elv alapjin Dontés & maximum likelinood elv alapjin

5. abra: Dontés a maximum likelihood elv alapjan

Vilagos, hogy a kérdésre adandod valasz azon mulik, hogy a két gorbének milyen
abszcisszanal van a metszéspontja. Ez konnyen adodik, ha a két fliggvényt egyenldvé tessziik,
majd képezziik mindkét oldal logaritmusat:

|n(ij—(x_25)2 —|n(ij—(x_50)z

10) 2:10° 15) 2.15° (25)

Ez egy egyszerli masodfoku egyenlet, amelynek adott esetben a kozelitd megoldasa x0 = 37,3.
Ennél az abszcisszandl szerepel az abraban egy fliggdleges egyenes szakasz, amely a
dontésben alapvetd szerepii. Eszerint, ha a megfigyelésiink szerint X < 37,3 akkor itéletliink
szerint az F1 ha pedig x > 37,3 akkor az F2 szcenarid6 kovetkezett be nagyobb
valoszinliséggel. Természetesen kijelentésiink nem kategorikus, mindkét esemény

bekovetkezését tekintetbe vehetjiik egy-egy stllyal, a bekdvetkezés valoszintiségével, amely
aranyos egy adott x-hez tartoz6 ordinatakkal.
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A kovetkezd pontbeli vizsgalatok okan még szerepel az dbraban az X = 40 érték is. Ez a
gyakorlat szempontjabol jelentheti azt, hogy tudomdsunkra jut egy robbantdsos cselekmény,
amelyet 40kg TNT-ekvivalens toltettel kovettek el. A kérdés az, hogy motorkerékparral vagy
személyautoval juttattak célba. Mivel az X = 40 helyen az F2-nek megfelel likelihood
fliggvény értéke nagyobb, az itéletiink az, hogy x = 40 esetben az F2 szcenari6 szerint tortént
az esemény nagyobb valdsziniiséggel. Tanulsdgos még az 5.b) dbra is, ahol minden széba
johetd X érték esetén szemléltettiik az a posteriori valosziniiségeket:

1 (x—25)° 1 (x—25)° 1 (x—50)° l
T a0 YT 2100 || Yz T 240 | ms | 215

P(Rs)

r a1
_ 1 (x—50)° 1. (x—25)° L (x—50)°
T s P T 215 || w0 | 210 | Yzms P 218

P(Rs)

Mivel ezek a valdszinliségek — ellentétben a likelihood fliggvénnyel — eloszlast alkotnak,
minden X érték esetén ezen fiiggvényértékek Osszege egzaktul egy. A b) abran a ,,dontési
hatar” az az abszcissza, ahol mindkét fiiggvény a 0,5 értéket veszi fel, amely — természetesen
— egybeesik az 5.a) abran levé gorbék metszéspontjanak abszcisszajaval. Vilagos, hogy az
X = 40 értékhez tartozo fliggvényértékek dsszehasonlitdsa ugyanarra a kovetkeztetésre vezet.

2. példa: Az el6z6 pontbeli vizsgalatokat terjessziik ki arra az esetre, amikor rendelkezésiinkre
all lényeges a priori informacido, azaz olyan eloszlas amely kiilonbozik a
P(F)=P(F,) =, - o

egyenletes eloszlastol. Ebben az esetben a likelihood fiiggvények nem
valtoznak, tehat az 5.a) dbra ebben az esetben is hiien adja a likelihood modellt, azonban az a
posteriori eloszlas kiilonbozik az 5.b) abran lathatotol. Ha az a priori eloszlast az egyszerliség
kedvéért pl és p2 jeloli, akkor azt kapjuk, hogy a vizsgaland6 egyenldtlenség az

1 {_(X—ZS)Z (x_so)z}p

1
—eX . vagy —exp| —
Pl = Jpl >gy15 p[ 2.152

10
(26)

alakot olti. A dontéshez sziikséges hatarpont meghatarozasdhoz ad6dd egyenlet logaritmalt
alakja pedig a kovetkezo:

In( 1 j_(x—zs)2 +In(p1)=|n(i]—(x_50)2 +in(p,)

10 2 2
10 2-10 15 2-15 (27)

A probléma matematikai szempontbol lényegében nem valtozott, ez ugyszintén egy
masodfoku egyenlet, amelynek megoldasa nyilvanvaloan fiigg az a priori eloszlastol, tehat az
el6z6tol eltéré megoldast kapunk. Az a posteriori eloszlas pedig az alabbi formulakkal adott:

- a1

2 2
P (X_25)2 P (X_25) P, (X—50)

P(F|S)= - : - TR

(RiS) J2r10 A PRT J2r10 T e [T 2ris A PRT

- -1

P, (X_SO)Z P (X_25)2 P, (X_SO)Z
P(F[S)= - : - -
(RiS) J2r15 A PRT J2r10 P T e [T J2n15 R EPRT

Vizsgéaljunk meg a kovetkeztetések szempontjabol két esetet.
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1. eset: Az els6 esetben tegylik fel, hogy megfigyelések, adatgyiijtés eredményeképpen
kideriilt, hogy az egyes szcenariok valdszinlisége, tehat az a priori eloszlas a kovetkezo:

1 2
P=2iP =
' 3" 3 Ebben az esetben azt kapjuk, hogy a dontéshozast befolyasolé hatarérték:
X0 = 33,4. Ez azt jelenti, hogy ha x < 33,4 akkor az F1 szcenariot tekintjiik nagyobb
valosziniiséggel bekovetkezettnek, ha viszont X > 33,4 akkor az F2-t. Ha egy megfigyelés

soran kapott érték x = 40, akkor eszerint a 2. szcenario kovetkezett be.

3 1

: P=iP =
2. eset: Masodik példaként tegyiik fel, hogy =~ 4~ 4. Ekkor x0 = 42,9. A helyzet
értékelése — értelemszerii modositassal —, azonos az 1. példabelivel. Egy lényeges
kiilonbségre azonban ramutatunk. Az X = 40 esemény bekovetkezése most arra a

kovetkeztetésre vezet — ellentétben az 1. példabeli dontéstdl —, hogy az F1 szcenarié szerint
tortént az esemény. A mondottakat szemlélteti a 6. abra, ahol csak az a posteriori eloszlasokat
szemléltettiik, hiszen — mint mar hangsulyoztuk —, a likelihood fiiggvények nem kiilonbdznek
az 1. példabelitol.

Dontés @ maximum & posterion elv alapjan Dontés @ maximum & posterion elv alapjan

05+ | “a prori” elos2lés 1 05+ ! “a prori” elos2lés
p1=1/3; p2=273 p1=34; p2=1/4

6. abra: A ,,maximum a posteriori” dontés szemléltetése kiilonb6z6 a priori eloszlasok esetén

Ha tekintetbe vesziink az egyenletes eloszlastol kiilonb6z6 a priori eloszlast, és a dontést — a
likelihood fliggvény figyelembe vétele mellett — az a posteriori eloszlasok Osszehasonlitasa
alapjan végezziik, amikor is azt a szcenariot tekintjiik bekovetkezettnek, amelyikhez nagyobb
a posteriori valoszinliség tartozik, maximum a posteriori elv alapjan hozott dontésnek
nevezziikk. A fentiekben elemzett egyszerli példdkon keresztil ennek alkalmazésat
szandékoztuk bemutatni.

KOVETKEZTETES

A fentiekben bemutattuk, hogy a kockazatelemzés valoszinliségi szemléletii targyalasara
alkalmas eszkéz a Bayes-féle elmélet. Kivalo elméleti keret az egyes szcenaridok
bekovetkezésének valdsziniiségi becslésére mind abban az esetben, ha nincs a birtokunkban
megfigyelésekb6l szarmazd adat, csak modellfeltevés, mind akkor, ha rendelkeziink
megfigyelésbdl szarmazo adatokkal. Ez utobbi esetben az eloszlasok frissitésére, adataink
aktualizalasara igen alkalmas eszkdz. Az elmélet tovabbi eldnye, hogy ez a frissitési,
aktualizalasi lépés tetszdlegesen sokszor ismételhetd, minden alkalommal, valahdnyszor ijabb
adatok birtokéaba keriiliink. Az elmélet a maximum a posteriori elv alapjan a dontéshozasban
is alkalmazhat6, amennyiben lehetséges alternativak kozotti valasztas lehetdsége all fenn. A
Bayes-analizis moddszereit — terjedelmi korlatok miatt — csak normalis eloszlas esetén
mutattuk be, azonban hangstulyozzuk, hogy gyakorlatilag tetsz6leges valosziniiségi valtozo
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esetében adaptalhatd, ezaltal lehetOséget biztosit barmilyen természetli, valosziniiségi
valtozoval leirhatd esemény vizsgalatara.
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